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Ρενεγοτιατιον−Προοφ Ρελατιοναλ Χοντραχτσ ωιτη
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Αβστραχτ
Ωε στυδψ ιννιτελψ ρεπεατεδ τωο πλαψερ γαµεσ ωιτη περφεχτ ινφορµατιον, ωηερε
εαχη περιοδ χονσιστσ οφ τωο σταγεσ: ονε ιν ωηιχη τηε παρτιεσ σιµυλτανεουσλψ χηοοσε
αν αχτιον ανδ ονε ιν ωηιχη τηεψ χαν τρανσφερ µονεψ το εαχη οτηερ. Ωε ρστ
δεριϖε σιµπλε χονδιτιονσ τηατ αλλοω α χονστρυχτιϖε χηαραχτεριζατιον οφ αλλ Παρετο−
οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ παψο⁄σ φορ αλλ δισχουντ φαχτορσ. Αφτερωαρδσ, ωε εξαµινε
δι⁄ερεντ χονχεπτσ οφ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ ανδ εξτενδ τηε χηαραχτεριζατιον το
ρενεγοτιατιον−προοφ παψο⁄σ.
ϑΕΛ χλασσιχατιον: Χ73, Λ14
Κεψωορδσ: ρενεγοτιατιον, ιννιτελψ ρεπεατεδ γαµεσ, σιδε παψµεντσ, οπτιµαλ πε−
ναλ χοδεσ
∆επαρτµεντ οφ Εχονοµιχσ, Υνιϖερσιτψ οφ Βονν, Αδεναυεραλλεε 24−42, 53113 Βονν, Γερµανψ.
Εµαιλσ: σκρανζ≅υνι−βονν.δε, σοηλενδο≅υνι−βονν. Φινανχιαλ συππορτ φροµ ∆ευτσχηε Φορσχηυνγσ−
γεµεινσχηαφτ τηρουγη ΣΦΒ−ΤΡ 15 ισ γρατεφυλλψ αχκνοωλεδγεδ. Ωε τηανκ Ανδρεασ Βλυµε ανδ Παυλ
Ηειδηυεσ φορ ηελπφυλ δισχυσσιονσ.
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1 Ιντροδυχτιον
Ρελατιοναλ χοντραχτσ αρε σελφ−ενφορχινγ ινφορµαλ αγρεεµεντσ τηατ αρισε ιν µανψ λονγ−
τερµ ρελατιονσηιπσ, οφτεν ιν ρεσπονσε το οβσταχλεσ το ωριτε εξογενουσλψ ενφορχεαβλε
χοντραχτσ. Εξαµπλεσ ινχλυδε τηε νον−χοντραχτιβλε ασπεχτσ οφ εµπλοψµεντ ρελατιονσ,
ιλλεγαλ χαρτελ αγρεεµεντσ, ορ βυψερ−σελλερ ρελατιονσ ιν ωηιχη χοµπλετε φορµαλ χον−
τραχτσ αρε τοο χοστλψ το ωριτε. Αγρεεµεντσ βετωεεν χουντριεσ αλσο οφτεν ηαϖε τηε
νατυρε οφ α ρελατιοναλ χοντραχτ, ωηεν τηερε ισ νο ινστιτυτιον τηατ ισ αβλε ορ ωιλλ−
ινγ το ενφορχε χοµπλιανχε ωιτη τηε αγρεεδ τερµσ. Ιν τηεσε εξαµπλεσ, µονεταρψ
τρανσφερσ πλαψ α ρολε ιν τηε ρελατιονσηιπσ, βε ιτ ιν φορµ οφ πριχεσ, βονυσεσ ορ οτηερ
χοµπενσατιον σχηεµεσ, ανδ χουλδ τηυσ αλσο βε υσεδ το συσταιν τηε ρελατιοναλ χον−
τραχτ. Μορεοϖερ, τηε ρελατιοναλ χοντραχτσ αρε δραφτεδ ανδ νεγοτιατεδ, ανδ µεετινγσ
χοντινυε το τακε πλαχε ασ τηε ρελατιονσηιπ υνφολδσ. Ιν τηισ παπερ, ωε αναλψζε ρελα−
τιοναλ χοντραχτσ υνδερ τηεσε χιρχυµστανχεσ: ωιτη ρενεγοτιατιον ανδ τηε ποσσιβιλιτψ
το µακε µονεταρψ τρανσφερσ.
Ασ αν ιλλυστρατιον ηοω σιδε−παψµεντσ χαν βε υσεδ ιν α ρελατιοναλ χοντραχτ
χονσιδερ τηε χασε οφ χολλυσιϖε αγρεεµεντσ. Χαρτελσ σοµετιµεσ υσε χοµπενσατιον
σχηεµεσ το µακε συρε τηατ εαχη ρµ ιν τηε χαρτελ σταψσ ωιτη τηε ταργετ (σεε
Ηαρρινγτον (2006) φορ δεταιλσ1). Α χαρτελ µεµβερ τηατ ϖιολατεσ τηε αγρεεµεντ
ισ ρεθυιρεδ το βυψ α χερταιν θυαντιτψ φροµ α χοµπετιτορ, ορ το τρανσφερ α ϖαλυαβλε
χυστοµερ το α χοµπετιτορ. Συχη χοµπενσατιον σχηεµεσ σεεµ µορε ροβυστ το ρενε−
γοτιατιον τηαν τηρεατενινγ ωιτη αν ιµµεδιατε πριχε ωαρ αφτερ α ϖιολατιον οφ τηε
αγρεεµεντ. Πριχε ωαρσ αρε χοστλψ φορ αλλ ρµσ, ανδ τηερεφορε χαρτελ µεµβερσ ωιλλ
βε τεµπτεδ το αγρεε το ιγνορε τηε ϖιολατιον. Ιν χοντραστ, ιφ α δεϖιατινγ ρµ µυστ
παψ α νε, χοµπετιτορσ γαιν φροµ τηε πυνισηµεντ ανδ ηαϖε τηερεφορε νο ινχεντιϖε
το ρενεγοτιατε τηε αγρεεµεντ. Ηοωεϖερ, το ινδυχε α ρµ το παψ τηε χοµπενσατιον
τηερε µυστ βε τηε τηρεατ οφ α ρεαλ πυνισηµεντ ιν χασε νο παψµεντ ισ µαδε, ι.ε.
α πυνισηµεντ τηατ δοεσ νοτ ρεθυιρε τηε ϖολυνταρψ παρτιχιπατιον οφ τηε πυνισηεδ
ρµ. Ρενεγοτιατιον χαν τηεν βεχοµε α χονστραιντ αγαιν.
Τηε πρεσεντ παπερ ινϖεστιγατεσ τηεσε ισσυεσ ανδ προϖιδεσ α χηαραχτεριζατιον οφ
ρενεγοτιατιον−προοφ ρελατιοναλ χοντραχτσ γιϖεν αρβιτραρψ δισχουντ φαχτορσ. Ωε στυδψ
ιννιτελψ ρεπεατεδ τωο πλαψερ γαµεσ ωιτη περφεχτ ινφορµατιον ωηερε ιν εαχη περιοδ
1Φορ α λιστ οφ χαρτελσ ιν ωηιχη συχη χοµπενσατιον σχηεµεσ ηαϖε βεεν υσεδ σεε τηε ιντροδυχτιον
οφ Ηαρρινγτον ανδ Σκρζψπαχζ (2007), ωηο ο⁄ερ αλσο αν ινσιγητφυλ τηεορετιχαλ αναλψσισ οφ χολλυσιον
ωιτη ιµπερφεχτ µονιτορινγ.
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πλαψερσ χαν µακε µονεταρψ τρανσφερσ βεφορε τηεψ πλαψ α σιµυλτανεουσ µοϖε σταγε
γαµε. Ωε τρανσλατε Αβρευσ (1988) οπτιµαλ πεναλ χοδεσ το τηισ σετ−υπ ανδ σηοω
τηατ εϖερψ Παρετο οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ παψο⁄ χαν βε αχηιεϖεδ υσινγ α χλασσ
οφ σιµπλε στρατεγψ προλεσ, ωηιχη ωε χαλλ στατιοναρψ χοντραχτσ. Ιν α στατιοναρψ
χοντραχτ, τηε σαµε αχτιον προλε ισ πλαψεδ ιν εϖερψ περιοδ. Α πλαψερ ωηο δεϖιατεσ
ισ ρεθυιρεδ το παψ α νε το τηε οτηερ πλαψερ, ανδ αφτερ παψµεντ εθυιλιβριυµ πλαψ ισ
ρεσυµεδ. Ιφ α πλαψερ δοεσ νοτ µακε α ρεθυιρεδ παψµεντ, τηερε ισ α ονε τιµε πλαψ οφ
α πυνισηµεντ αχτιον προλε, φολλοωεδ βψ αν αδϕυστµεντ παψµεντ, αφτερ ωηιχη πλαψ
χοντινυεσ ασ ον τηε εθυιλιβριυµ πατη. Ανψ φεασιβλε διστριβυτιον οφ ϕοιντ συρπλυσ
χαν βε αχηιεϖεδ βψ ινχεντιϖε χοµπατιβλε υπ−φροντ παψµεντσ; οτηερ παψµεντσ χαν
βε υσεδ το βαλανχε ινχεντιϖεσ χονστραιντσ βετωεεν τηε τωο πλαψερσ.
Ιν τηε σεχονδ παρτ οφ τηε παπερ, ωε χηαραχτεριζε ρενεγοτιατιον−προοφ στατιοναρψ
χοντραχτσ, ανδ σηοω τηατ αγαιν, ονε χαν οφτεν ρεστριχτ τηε αναλψσισ το τηε σιµπλε
χλασσ οφ στατιοναρψ χοντραχτσ το νδ παψο⁄σ τηατ συρϖιϖε ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ
ρενεµεντσ. Σινχε α περιοδ χονσιστσ οφ τωο σταγεσ, α χρυχιαλ θυεστιον ισ ατ ωηατ
τιµεσ ρενεγοτιατιον ισ ποσσιβλε. Ιν τηε εξιστινγ λιτερατυρε, δι⁄ερεντ ασσυµπτιονσ
ηαϖε (οφτεν ιµπλιχιτλψ) βεεν µαδε. Φορ εξαµπλε, Φονγ ανδ Συρτι (2009) ασσυµε
ιν τηειρ στυδψ οφ ρεπεατεδ Πρισονερ ∆ιλεµµα γαµεσ ωιτη σιδε−παψµεντσ τηατ ρενε−
γοτιατιον ισ ποσσιβλε βεφορε τηε παψµεντ ανδ τηε πλαψ σταγε, ωηιλε Λεϖιν (2003)
ασσυµεσ ιν ηισ στυδψ οφ ρεπεατεδ πρινχιπαλ−αγεντ ρελατιονσηιπσ τηατ ρενεγοτιατιον
ισ ονλψ ποσσιβλε βεφορε τηε παψµεντ σταγε.
Λεϖιν οβσερϖεσ τηατ τηε ποσσιβιλιτψ οφ ρενεγοτιατιον βεφορε τηε παψµεντ σταγε
δοεσ νοτ αλτερ τηε Παρετο φροντιερ οφ ιµπλεµενταβλε παψο⁄σ. Τηισ οβσερϖατιον εασιλψ
εξτενδσ το ουρ σετ−υπ ιν ωηιχη βοτη πλαψερσ χαν τακε αχτιονσ. Τηε ρεασον ισ τηατ
πυνισηµεντ ατ τηε παψµεντ σταγε τακεσ τηε φορµ οφ τηε δεϖιατορ παψινγ α νε το
τηε οτηερ πλαψερ ιµµεδιατελψ φολλοωεδ βψ α ρετυρν το εθυιλιβριυµ πλαψ. Ηενχε, ιν
α Παρετο ε′χιεντ στατιοναρψ χοντραχτ, αλλ χοντινυατιον εθυιλιβρια τηατ σταρτ ατ τηε
παψµεντ σταγε αχηιεϖε τηε ηιγηεστ φεασιβλε ϕοιντ χοντινυατιον παψο⁄. Τηισ µεανσ
τηατ ιφ ρενεγοτιατιον ισ αλλοωεδ ονλψ βεφορε παψµεντσ χαν βε µαδε, τηε τηρεατ οφ
ινε′χιεντ χοντινυατιον πλαψ (ωηιχη ισ νεχεσσαρψ το ινδυχε παψµεντ οφ τηε νε) ισ
νεϖερ συβϕεχτ το ρενεγοτιατιον.
Ιν τηε µαιν παρτ οφ τηισ παπερ, ωε αλσο αλλοω ρενεγοτιατιονσ βεφορε τηε πλαψ
σταγε. Εϖεν ηαϖινγ ξεδ τηε τιµινγ οφ ρενεγοτιατιον, τηερε εξιστ σεϖεραλ δι⁄ερεντ
χονχεπτσ οφ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ.
Ωε ρστ αδαπτ στρονγ περφεχτιον (σεε Ρυβινστειν, 1980) το ουρ σεττινγ. Α συβ−
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γαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ ισ στρονγ περφεχτ ιφ αλλ ιτσ χοντινυατιον παψο⁄σ λιε ον τηε
Παρετο φροντιερ οφ συβγαµε περφεχτ χοντινυατιον παψο⁄σ. Ιν γενεραλ, τηε σετ οφ
στρονγ περφεχτ εθυιλιβριυµ παψο⁄σ ισ α συβσετ οφ τηε Παρετο φροντιερ οφ συβγαµε
περφεχτ παψο⁄σ, βυτ ιτ µαψ ωελλ βε εµπτψ. Ωε σηοω τηατ εϖερψ στρονγ περφεχτ
παψο⁄ χαν βε αχηιεϖεδ βψ α στατιοναρψ χοντραχτ ανδ δεριϖε σιµπλε χονδιτιονσ τηατ
αλλοω το χηεχκ φορ στρονγ περφεχτιον. Τηεσε χονδιτιονσ σηοω τηατ ιν σιµπλε πριν−
χιπαλ αγεντ γαµεσ στρονγ περφεχτ στατιοναρψ χοντραχτσ αλωαψσ εξιστ, ωηιλε ιν οτηερ
εξαµπλεσ τηεψ οφτεν τηουγη νοτ αλωαψσ φαιλ το εξιστ. Γενεραλλψ, στρονγ περ−
φεχτιον σηουλδ βε χονσιδερεδ ασ α συ′χιεντ χονδιτιον φορ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ
ρατηερ τηαν α νεχεσσαρψ ρεθυιρεµεντ.
Μυχη µορε ωιδελψ υσεδ αρε τηε χονχεπτσ οφ ωεακ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ (ΩΡΠ)
ανδ στρονγ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ (ΣΡΠ) βψ Φαρελλ ανδ Μασκιν (1989). Αν εθυι−
λιβριυµ ισ ΩΡΠ ιφ νονε οφ ιτσ χοντινυατιον εθυιλιβρια Παρετο−δοµινατε εαχη οτηερ.
Τηισ χαπτυρεσ τηε ιδεα τηατ α νεχεσσαρψ χονδιτιον φορ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ ισ
τηατ πλαψερσ νεϖερ ωαντ το ρενεγοτιατε το αν αλτερνατιϖε χοντινυατιον εθυιλιβριυµ
οφ τηε οριγιναλ χοντραχτ.2 Στρονγ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ ρεθυιρεσ τηατ αλλ χοντιν−
υατιον εθυιλιβρια λιε ον τηε Παρετο φροντιερ οφ ωεακλψ ρενεγοτιατιον−προοφ παψο⁄σ.
Ιφ τηε δισχουντ φαχτορ ισ νοτ βελοω 1
2
, ωε σηοω τηατ εϖερψ Παρετο−οπτιµαλ ΩΡΠ
ανδ εϖερψ ΣΡΠ παψο⁄ χαν αλωαψσ βε αχηιεϖεδ βψ στατιοναρψ χοντραχτσ. Ιν γενεραλ
ΣΡΠ εθυιλιβρια µαψ νοτ εξιστ φορ ιντερµεδιατε δισχουντ φαχτορσ, βυτ ωε προϖιδε
σιµπλε συ′χιεντ χονδιτιονσ το χηεχκ φορ εξιστενχε. Φορ δισχουντ φαχτορσ βελοω 1
2
;
στατιοναρψ χοντραχτσ χαννοτ αλωαψσ βε υσεδ, βυτ τηε ιµπλεµεντατιον οφ Παρετο−
οπτιµαλ ΩΡΠ παψο⁄σ χαν σοµετιµεσ ρεθυιρε αλτερνατιον βετωεεν δι⁄ερεντ αχτιον
προλεσ ορ µονεψ βρυνινγ ον τηε εθυιλιβριυµ πατη ασ ωε ιλλυστρατε φορ α Πρισονερσ
∆ιλεµµα γαµε.
Ουρ αναλψσισ ισ µοστ χλοσελψ ρελατεδ το τηε ωορκ οφ Βαλιγα ανδ Εϖανσ (2000),
ωηο στυδψ ασψµπτοτιχ βεηαϖιορ οφ ΣΡΠ εθυιλιβρια ιν α σεττινγ ωηερε παψµεντσ
ανδ αχτιονσ αρε χηοσεν σιµυλτανεουσλψ. Τηεψ εσταβλιση τηατ τηε σετ οφ ΣΡΠ παψ−
ο⁄σ χονϖεργεσ το τηε Παρετο φροντιερ οφ ινδιϖιδυαλλψ ρατιοναλ σταγε γαµε παψο⁄σ
ωηεν πλαψερσ βεχοµε ιννιτελψ πατιεντ. Σινχε υνδερ σιµυλτανεουσ χηοιχε οφ αχ−
τιονσ ανδ παψµεντσ ινε′χιεντ αχτιον προλεσ αρε συβϕεχτ το ρενεγοτιατιον, τηειρ
σετ−υπ ισ µορε χλοσελψ ρελατεδ το ουρ αναλψσισ ωηερε ρενεγοτιατιον βεφορε πλαψ σταγε
ισ ποσσιβλε τηαν το τηε χασε ωηερε ονλψ ρενεγοτιατιον βεφορε παψµεντ σταγεσ ισ χον−
2Ωεακ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ ισ τηε τερµινολογψ οφ Φαρελλ ανδ Μασκιν (1989), Βερνηειµ ανδ
Ραψ (1989) ιντροδυχε αν εσσεντιαλλψ ιδεντιχαλ χονχεπτ ανδ χαλλ ιτ ιντερναλ χονσιστενχψ.
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σιδερεδ. Α χηαραχτεριζατιον οφ οπτιµαλ χοντραχτσ φορ ιντερµεδιατε δισχουντ φαχτορσ
ισ φαχιλιτατεδ βψ ουρ σεθυεντιαλ τιµινγ οφ παψµεντσ ανδ αχτιονσ.
Φονγ ανδ Συρτι (2009) στυδψ ιννιτελψ ρεπεατεδ πρισονερ διλεµµα γαµεσ ωιτη
σιδε παψµεντσ υσινγ τηε σαµε τιµινγ ασ ωε δο. Τηεψ λοοκ ατ ιντερµεδιατε δισχουντ
φαχτορσ τηατ χαν δι⁄ερ βετωεεν πλαψερσ ανδ δεριϖε συ′χιεντ χονδιτιονσ υνδερ ωηιχη
Παρετο−οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ παψο⁄σ χαν βε ιµπλεµεντεδ ασ α ΩΡΠ εθυιλιβ−
ριυµ.
Ουρ ρεσυλτ τηατ, ωιτη σιδε παψµεντσ, φορ γενεραλ τωο πλαψερ σταγε γαµεσ οπτιµαλ
συβγαµε περφεχτ εθυιλιβρια χαν αλωαψσ ηαϖε α στατιοναρψ στρυχτυρε ισ ιν λινε ωιτη τηε
ιντυιτιον φροµ πρεϖιουσ ωορκ ον ρελατιοναλ χοντραχτσ, ινχλυδινγ µοδελσ οφ πρινχιπαλ
αγεντ ρελατιονσηιπσ (Λεϖιν, 2003), βυσινεσσ παρτνερσηιπσ (∆οορνικ, 2006 , Βακερ,
Γιββονσ ανδ Μυρπηψ, 2002, ορ Βλονσκι ανδ Σπαγνολο, 2003) ορ χολλυσιον (Μικλοσ−
Τηαλ, 2008).
Τηε παπερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ. Ιν Σεχτιον 2 ωε δεσχριβε τηε µοδελ ανδ
ιντροδυχε στατιοναρψ χοντραχτσ. Σεχτιον 3 ρστ εσταβλισηεσ τηατ αλλ Παρετο−οπτιµαλ
συβγαµε περφεχτ παψο⁄σ χαν βε ιµπλεµεντεδ βψ α στατιοναρψ χοντραχτ. Ωε τηεν
στατε ανδ εξεµπλιφψ α σιµπλε ηευριστιχ το νδ αλλ Παρετο−οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ
παψο⁄σ φορ αλλ δισχουντ φαχτορσ. Σεχτιον 4, ρστ βριεψ εσταβλισηεσ τηατ ρενεγοταιτιον
ονλψ βεφορε παψµεντ σταγε δοεσ νοτ ρεστριχτ τηε σετ οφ Παρετο−οπτιµαλ συβγαµε
περφεχτ παψο⁄σ. Ωε τηεν αλλοω φορ ρενεγοτιατιον ατ βοτη σταγεσ ανδ υσε στατιοναρψ
χοντραχτσ το δεριϖε ανδ εξεµπλιφψ σιµπλε χονδιτιονσ τηατ χηαραχτεριζε στρονγ περφεχτ
παψο⁄σ. Ιν α σιµιλαρ φασηιον, Σεχτιον 5 χηαραχτεριζεσ ωεακ ανδ στρονγ ρενεγοτιατιον−
προοφ παψο⁄σ ανδ εξεµπλιεσ τηε δεριϖεδ χονδιτιονσ (εξαµπλεσ ινχλυδε Πρισονερ
∆ιλεµµα γαµεσ ανδ Βερτρανδ δυοπολιεσ ωιτη σψµµετριχ ορ ασψµµετριχ χοστσ).
Σεχτιον 6 βριεψ συµµαριζεσ τηε ρεσυλτσ. Αλλ προοφσ αρε ρελεγατεδ το τηε αππενδιξ.
2 Μοδελ ανδ Στατιοναρψ Χοντραχτσ
2.1 Τηε γαµε
Ωε χονσιδερ αν ιννιτελψ ρεπεατεδ τωο−πλαψερ γαµε ωιτη περφεχτ µονιτορινγ ανδ
χοµµον δισχουντ φαχτορ  2 [0; 1). Πλαψερσ αρε ινδεξεδ βψ ι; ϕ 2 φ1; 2γ ανδ ωε υσε
τηε χονϖεντιον τηατ ϕ 6= ι ιφ βοτη ι ανδ ϕ αρε υσεδ ιν α χοµµον χοντεξτ. Εϖερψ
περιοδ τ χοµπρισεσ τωο συβσταγεσ, ωιτηουτ δισχουντινγ βετωεεν τηε συβσταγεσ: α
παψµεντ σταγε ιν ωηιχη βοτη πλαψερσ χηοοσε α νοννεγατιϖε µονεταρψ τρανσφερ το
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τηε οτηερ πλαψερ, ανδ α πλαψ σταγε ιν ωηιχη τηε πλαψερσ πλαψ α σιµυλτανεουσ µοϖε
γαµε.
Τηε σταγε γαµε οφ τηε πλαψ σταγε ισ γιϖεν βψ α χοντινυουσ παψο⁄ φυνχτιον
γ : Α1  Α2 ! Ρ  Ρ, ωηερε τηε σετ Αι ισ τηε χοµπαχτ αχτιον σπαχε οφ πλαψερ
ι. Ωε δενοτε αχτιον προλεσ οφ τηισ σταγε γαµε βψ α = (α1; α2) ανδ τηε σετ οφ αλλ
αχτιον προλεσ βψ Α = Α1Α2. Τηε ϕοιντ παψο⁄ φροµ αν αχτιον προλε αχτιον α ισ
δενοτεδ βψ Γ(α) = γ1(α) + γ2(α). Τηε βεστ ρεπλψ ορ χηεατινγ παψο⁄ οφ πλαψερ ι ισ
δενοτεδ βψ χι(α) = µαξφ∼α2Α ϕ ∼αϕ=αϕγ γι(∼α).
Ιν τηε βεγιννινγ οφ εαχη περιοδ, εαχη πλαψερ µαψ δεχιδε το µακε α µονεταρψ
τρανσφερ το τηε οτηερ πλαψερ. Τηε πλαψερσ ενδοωµεντ ωιτη µονεψ ισ ασσυµεδ το
βε συ′χιεντλψ λαργε συχη τηατ ωεαλτη χονστραιντσ δο νοτ πλαψ α ρολε. Ωε δενοτε βψ
πι = ∼πι   ∼πϕ πλαψερ ισ νετ παψµεντ γιϖεν τηατ πλαψερ ι ανδ ϕ µακε γροσσ τρανσφερσ
οφ ∼πι ανδ ∼πϕ. Ωε ωιλλ γενεραλλψ δεσχριβε παψµεντσ ιν τηε φορµ οφ νετ παψµεντσ,
ασσυµινγ τηατ ονλψ τηε πλαψερ ωιτη α ποσιτιϖε νετ παψµεντ µακεσ α µονεταρψ
τρανσφερ. Χλεαρλψ, σιµυλτανεουσ µονεταρψ τρανσφερσ βψ βοτη πλαψερσ ωιλλ νεϖερ βε
νεχεσσαρψ το αχηιεϖε α χερταιν εθυιλιβριυµ παψο⁄. Πλαψερσ αρε ρισκ−νευτραλ ανδ
υτιλιτψ ισ θυασι−λινεαρ ιν µονεψ. Πλαψερ ισ παψο⁄ ιν α περιοδ ωιτη νετ παψµεντσ
π = (π1; π2) ανδ πλαψ σταγε αχτιον προλε α ισ γιϖεν βψ γι(α)  πι.
Α πατη ισ αν ιννιτε στρεαµ οφ νετ παψµεντσ ανδ αχτιον προλεσ, βεγιννινγ ωιτη
α παψµεντ ορ αν αχτιον προλε. Πλαψερ ισ (αϖεραγε δισχουντεδ) παψο⁄ φορ α πατη
σταρτινγ ιν τηε παψµεντ σταγε Θ = φπτ; ατγ
1
τ=1 ισ δενεδ ασ
υι(Θ) := (1  )
1Ξ
τ=0
τ(γι(ατ)  π
ι
τ);
ωηιλε φορ α πατη σταρτινγ ιν τηε πλαψ σταγε Θ = φατ; πτγ
1
τ=1 ιτ ισ
υι(Θ) := (1  )
1Ξ
τ=0
τ(γι(ατ)  π
ι
τ+1):
Α ηιστορψ τηατ ενδσ βεφορε σταγε κ 2 φπαψ; πλαψγ ιν περιοδ τ ισ α λιστ οφ αλλ τρανσφερσ
ανδ αχτιονσ τηατ ηαϖε οχχυρρεδ βεφορε τηισ ποιντ οφ τιµε. Λετ Ηκ βε τηε σετ οφ αλλ
ηιστοριεσ τηατ ενδ βεφορε σταγε κ. Α στρατεγψ ι οφ πλαψερ ι ιν τηε ρεπεατεδ γαµε
µαπσ εϖερψ ηιστορψ η 2 Ηπλαψ ιντο αν αχτιον προλε α 2 Αι, ανδ εϖερψ ηιστορψ
η 2 Ηπαψ ιντο α παψµεντ προλε. Ωε ωριτε ϕη φορ τηε προλε οφ χοντινυατιον
στρατεγιεσ αφτερ α ηιστορψ η ανδ δενοτε βψ Θ(ϕη) τηε ινδυχεδ πατη οφ φυτυρε πλαψ.
Ωε δενοτε βψ υ(ϕη) = υ(Θ(ϕη)) τηε τυπλε οφ χορρεσπονδινγ χοντινυατιον παψο⁄σ.
Τηε ϕοιντ χοντινυατιον παψο⁄ ισ δενοτεδ βψ Υ(ϕη) := υ1(ϕη)+υ2(ϕη). Σιµιλαρλψ,
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υ() ανδ Υ() δενοτε τηε τυπλε ανδ συµ οφ παψο⁄σ φορ τηε στρατεγψ προλε : Ωε
οφτεν µακε υσε οφ τηε φαχτ τηατ υ(ϕη) ισ εθυαλ το α χονϖεξ χοµβινατιον οφ χυρρεντ
περιοδ παψο⁄ (ωειγητεδ βψ 1  ) ανδ φυτυρε αϖεραγε παψο⁄ (ωειγητεδ βψ ).
Ωε δενοτε βψ κΣΓΠ τηε σετ οφ συβγαµε περφεχτ (χοντινυατιον) εθυιλιβρια τηατ
σταρτ ιν σταγε κ. Ιφ  ισ α συβγαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ, ωε χαλλ υ() α συβγαµε
περφεχτ παψο⁄. Ωε σαψ α σετ οφ συβγαµε περφεχτ εθυιλιβρια  ιµπλεµεντσ α σετ οφ
παψο⁄σ Υ ιφ Υ =
[
2
υ(): Αλλ χοντινυατιον παψο⁄σ οφ α γιϖεν στρατεγψ προλε  ατ
σταγε κ αρε δενοτεδ βψ Υκ() = φυ(ϕη)ϕ η 2 Ηκγ. Τηε σετ οφ συβγαµε περφεχτ
(χοντινυατιον) παψο⁄σ ατ σταγε κ ισ δενοτεδ βψ ΥκΣΓΠ =
[
2κ
ΣΓΠ
Υκ().
Νοτε τηατ ωε ηαϖε ρεστριχτεδ τηε γαµε το πυρε στρατεγιεσ. Σιµιλαρ το Φαρελλ ανδ
Μασκιν (1989) ανδ Βαλιγα ανδ Εϖανσ (2000), ονε χαν αλλοω φορ µιξινγ ιν τηε σταγε
γαµε βψ λεττινγ τηε αχτιον σπαχε Α χονταιν αλλ µιξεδ στρατεγιεσ οφ τηε οριγιναλ
σταγε γαµε ανδ τηε παψο⁄ φυνχτιον γ(α) δεσχριβε τηε εξπεχτεδ παψο⁄σ. Ιτ ισ τηεν
ασσυµεδ τηατ α πλαψερ χαν εξ−ποστ οβσερϖε τηε οτηερ πλαψερσ µιξινγ προβαβιλιτιεσ
 νοτ ονλψ τηε ρεαλιζεδ ουτχοµε.
Φορ χονϖενιενχε, ωε ασσυµε τηατ α συβγαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ εξιστσ φορ αλλ
δισχουντ φαχτορσ  2 [0; 1]; ι.ε. τηατ τηε σταγε γαµε ηασ α Ναση εθυιλιβριυµ ιν
Α. Ουρ µαιν ρεσυλτσ ωουλδ αλσο ηολδ ωιτηουτ τηισ ασσυµπτιον γιϖεν τηατ τηε
δισχουντ φαχτορ  ισ συ′χιεντλψ λαργε, συχη τηατ α συβγαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ οφ
τηε ρεπεατεδ γαµε εξιστσ.
2.2 Στατιοναρψ χοντραχτσ
Ιν τηε φολλοωινγ, ωε δενε α χλασσ οφ σιµπλε στατιοναρψ στρατεγψ προλεσ ωηιχη αρε
ηελπφυλ το χηαραχτεριζε τηε Παρετο−φροντιερ οφ συβγαµε περφεχτ παψο⁄σ ανδ το στυδψ
τηε ε⁄εχτσ οφ δι⁄ερεντ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ ρεθυιρεµεντσ.
∆ενιτιον 1 Α στατιοναρψ στρατεγψ προλε ισ χηαραχτεριζεδ βψ α τριπλε οφ αχτιον
προλεσ (αε; α1; α2); χαλλεδ αν αχτιον στρυχτυρε, ανδ α παψµεντ σχηεµε ιν τηε φολ−
λοωινγ ωαψ:
Ιν τηε παψµεντ σταγε οφ περιοδ 0, τηερε αρε υπ−φροντ παψµεντσ π0.
Ωηενεϖερ α πλαψερ µακεσ τηε πρεσχριβεδ παψµεντ ιν τηε παψµεντ σταγε, τηε
εθυιλιβριυµ αχτιονσ αε αρε πλαψεδ ιν τηε νεξτ πλαψ σταγε.
Ωηενεϖερ τηερε ισ νο (ορ α βιλατεραλ) δεϖιατιον φροµ αε; εθυιλιβριυµ παψµεντσ
πε αρε χονδυχτεδ ιν τηε νεξτ παψµεντ σταγε.
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Ιφ πλαψερ ι υνιλατεραλλψ δεϖιατεσ φροµ α πρεσχριβεδ αχτιον, ηε παψσ α νε Φ ι  0
το τηε οτηερ πλαψερ ιν τηε συβσεθυεντ παψµεντ σταγε.
Ιφ πλαψερ ι δεϖιατεσ φροµ α ρεθυιρεδ παψµεντ, τηε πυνισηµεντ προλε αι ισ πλαψεδ
ιν τηε νεξτ πλαψ σταγε ανδ αδϕυστµεντ παψµεντσ πι αρε µαδε ιν τηε συβσεθυεντ
παψµεντ σταγε.
Τηε στρυχτυρε οφ α στατιοναρψ στρατεγψ προλε ισ ιλλυστρατεδ ιν Φιγυρε 1.
Pay. stage Play stage Pay. stage Play stage …
Punishment of player 1 a1 F1 a1
Punishment prof. Fine
p1 …
Adj. payment
Equilibrium path p0 ae pe ae …
Up-front pay. Eq. actions Eq. payment
p2 …
Adj. payment
Punishment of player 2 a2 F2 a2
Punishment prof. Fine
Period t=0 Period t=1,2,3...
Φιγυρε 1: Στρυχτυρε οφ στατιοναρψ στρατεγψ προλεσ. Αρροωσ ινδιχατε χοντινυατιον
πλαψ ιφ νο πλαψερ δεϖιατεσ (ορ α βιλατεραλ δεϖιατιον τοοκ πλαχε). Ιφ πλαψερ 1 (2)
υνιλατεραλψ δεϖιατεσ τηεν τηε τοπ (βοττοµ) ροω ωιλλ βε πλαψεδ ιν τηε νεξτ σταγε.
Ονε χαν εξπρεσσ στατιοναρψ στρατεγψ προλεσ αλσο ιν τερµσ οφ σιµπλε στρατεγψ
προλεσ ασ δενεδ βψ Αβρευ (1988). Α σιµπλε στρατεγψ προλε φορ τωο πλαψερσ
πρεσχριβεσ πλαψ οφ τηε ινιτιαλ πατη Θ0, ωηιλε ανψ υνιλατεραλ δεϖιατιον φροµ τηε
πρεσχριβεδ πατησ βψ πλαψερ ι ισ φολλοωεδ βψ πλαψ αλονγ τηε πυνισηµεντ πατη Θι. Ιν
ουρ σεττινγ, α στατιοναρψ στρατεγψ προλε χονσιστσ οφ τηε ινιτιαλ πατη
Θ0 = (π0; αε; πε; αε; πε; :::)
ανδ τωο πυνισηµεντ πατησ φορ πλαψερ ι, δεπενδινγ ον ωηετηερ τηε δεϖιατιον οχ−
χυρρεδ ιν τηε παψµεντ σταγε ορ ιν τηε πλαψ σταγε:
Θιπαψ = (Φ
ι; αε; πε; αε; πε; :::)
Θιπλαψ = (α
ι; φ ι; αε; πε; αε; πε; :::):
8
Αβρευ (1988) ισ βυιλδ αρουνδ τηε νοω φαµιλιαρ ιδεα τηατ φορ συβγαµε περφεχτιον
τηε πυνισηµεντ δοεσ νοτ νεεδ το τ τηε χριµε. Ανψ υνιλατεραλ δεϖιατιον φροµ α
πρεσχριβεδ πατη χαν βε πυνισηεδ βψ τηε σαµε χοντινυατιον εθυιλιβριυµ, ναµελψ
τηε ωορστ ποσσιβλε συβγαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ φορ τηατ πλαψερ. Τηε οπτιµαλ πεναλ
χοδεσ, ασ συχη ωορστ πλαψ πατησ αρε χαλλεδ ιν Αβρευσ ωορκ, τηεν οφτεν ηαϖε α στιχκ
ανδ χαρροτ στρυχτυρε: τηεψ βεγιν ωιτη τηε ωορστ ποσσιβλε αχτιον φορ τηε πυνισηεδ
πλαψερ, ανδ µαψ ρεωαρδ ηιµ φορ χοµπλψινγ ωιτη τηε πυνισηµεντ φυρτηερ αλονγ τηε
πατη. Ιν ουρ φραµεωορκ, τηε πυνισηµεντ πατησ ηαϖε α σιµιλαρ στρυχτυρε: χηοσεν
οπτιµαλλψ, τηε αχτιον αι µυστ ηαϖε α λοω ενουγη χηεατινγ παψο⁄ χι(α
ι) το δετερ
α δεϖιατιον βψ πλαψερ ι. Τηε αδϕυστµεντ παψµεντ πι ισ υσεδ το νε−τυνε τηε
πυνισηµεντ ανδ το γυαραντεε τηατ βοτη τηε πυνισηεδ πλαψερ ι ανδ τηε πυνισηινγ
πλαψερ ϕ ηαϖε νο ινχεντιϖεσ το δεϖιατε φροµ τηε πυνισηµεντ προλε αι:
Ρεχαλλ τηατ τηερε αρε τωο δι⁄ερεντ πυνισηµεντ πατησ βεχαυσε α πυνισηµεντ χαν
σταρτ ιν τηε παψµεντ ορ πλαψ σταγε. Ωε ξ φορ αλλ στατιοναρψ στρατεγψ προλεσ τηε
αδϕυστµεντ παψµεντ πι συχη τηατ βοτη πυνισηµεντ πατησ ψιελδ τηε σαµε παψο⁄
φορ τηε πυνισηεδ πλαψερ:
πιι = Φ
ι  
υιι   γι(α
ι)

: (1)
Ιτ τυρνσ ουτ τηατ ξινγ αδϕυστµεντ παψµεντσ ιν τηισ ωαψ δοεσ νοτ ρεστριχτ τηε
αβιλιτψ οφ στατιοναρψ στρατεγψ προλεσ το χηαραχτεριζε οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ ανδ
ρενεγοτιατιον−προοφ παψο⁄σ.
∆ενιτιον 2 Α στατιοναρψ στρατεγψ προλε τηατ χονστιτυτεσ α συβγαµε περφεχτ εθυι−
λιβριυµ ισ χαλλεδ α στατιοναρψ χοντραχτ.
Ιν τηε φολλοωινγ, ωε νδ χονδιτιονσ τηατ ιµπλψ συβγαµε περφεχτιον οφ α στα−
τιοναρψ στρατεγψ προλε. Ιτ ισ οφτεν µορε χονϖενιεντ το τηινκ αβουτ α στατιοναρψ
χοντραχτ ιν τερµσ οφ τηε χοντινυατιον παψο⁄σ ιτ δενεσ, ανδ νοτ ιν τερµσ οφ τηε
αχτυαλ παψµεντσ τηατ ηαϖε το βε µαδε. Ωε δενοτε πλαψερ ισ χοντινυατιον παψο⁄
βεφορε α πλαψ σταγε ον τηε εθυιλιβριυµ πατη βψ
υει = γι(α
ε)  πει : (2)
Πλαψερ ισ χοντινυατιον παψο⁄ ωηεν πυνισηεδ ισ χαλλεδ πυνισηµεντ παψο⁄ ανδ ισ
γιϖεν βψ
υιι =  (1  )Φ
ι + υει : (3)
Το ϖεριφψ τηατ α γιϖεν στατιοναρψ στρατεγψ προλε ισ α συβγαµε περφεχτ εθυι−
λιβριυµ, ιτ ισ συ′χιεντ το χηεχκ τηατ τηερε αρε νο προταβλε ονε−σηοτ δεϖιατιονσ.
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Ωε ρστ χονσιδερ τηε πυνισηµεντ οφ πλαψερ ι 2 φ1; 2γ. Ιρρεσπεχτιϖε οφ τηε σταγε
ατ ωηιχη τηε πυνισηµεντ σταρτσ, πλαψερ ισ παψο⁄ ισ υιι ιφ ηε χοµπλιεσ ωιτη τηε
πυνισηµεντ. Ιφ ηε δεϖιατεσ ονχε ανδ χοµπλιεσ αφτερωαρδσ, πλαψερ ισ παψο⁄σ αρε υιι
ορ χι(α
ι)(1   ) + υιι γιϖεν τηατ τηε πυνισηµεντ σταρτεδ ιν τηε παψµεντ σταγε ορ
πλαψ σταγε, ρεσπεχτιϖελψ. Τηερεφορε, πλαψερ ι ωιλλ νοτ δεϖιατε φροµ ηισ πυνισηµεντ
ωηενεϖερ
υιι  χι(α
ι): (4)
Ωε νοω τυρν το τηε ρολε οφ πλαψερ ϕ ιν πλαψερ ισ πυνισηµεντ. Ωε δο νοτ ονλψ ηαϖε
το ενσυρε τηατ πλαψερ ϕ δοεσ νοτ δεϖιατε φροµ τηε πυνισηµεντ προλε αι βυτ αλσο
τηατ ηε παψσ τηε αδϕυστµεντ παψµεντ (ιν χασε πιϕ > 0). Ιτ χαν βε εασιλψ χηεχκεδ
τηατ βοτη χονδιτιονσ αρε φυλλλεδ ιφ ανδ ονλψ ιφ
(1  )Γ(αι) + Γ(αε)  υιι  (1  )χϕ(α
ι) + υϕϕ: (5)
Νοτε τηατ τηε λεφτ ηανδ σιδε οφ χονδιτιον (5) ισ πλαψερ ϕσ χοντινυατιον παψο⁄ ωηεν
πυνισηινγ πλαψερ ι ατ πλαψ σταγε:
Ον τηε εθυιλιβριυµ πατη, χοµπλιανχε ωιτη βοτη τηε αχτιονσ αε ανδ τηε παψµεντσ
πε ισ αχηιεϖεδ ιφ ανδ ονλψ ιφ φορ εαχη πλαψερ ι = 1; 2
υει  (1  )χι(α
ε) + υιι: (6)
Φιναλλψ, αν υπ−φροντ παψµεντ π0 ισ συβγαµε περφεχτ ωηενεϖερ φορ βοτη πλαψερσ
ι = 1; 2
π0ι  Φ
ι: (7)
Το συµµαριζε, α στατιοναρψ στρατεγψ προλε ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2); παψ−
µεντσ π0; πε; ανδ νεσ Φ 1; Φ 2 χονστιτυτεσ α στατιοναρψ χοντραχτ ιφ χονδιτιονσ (4),
(5), (6), ανδ (7) αρε σατισεδ φορ βοτη πλαψερσ. Τηε φολλοωινγ ρεσυλτ ισ εασψ το
ϖεριφψ.
Ρεµαρκ 1 Λετ  βε α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη εθυιλιβριυµ αχτιονσ αε ανδ πυνιση−
µεντ παψο⁄σ υ11 ανδ υ
2
2: Τηε σετ οφ οφ τηοσε στατιοναρψ χοντραχτσ τηατ δι⁄ερ φροµ
 ατ µοστ ιν τηε υπφροντ−παψµεντσ π0 ιµπλεµεντσ τηε παψο⁄σ ον τηε λινε φροµ
(υ11; Γ(α
ε)  υ11) το (Γ(α
ε)  υ22; υ
2
2).
Ιν παρτιχυλαρ, τηισ ρεσυλτ µεανσ τηατ φορ γιϖεν εθυιλιβριυµ αχτιονσ ανδ πυνιση−
µεντ παψο⁄σ, τηε σετ οφ φεασιβλε διστριβυτιονσ οφ τηε ϕοιντ παψο⁄ Γ(αε) ισ ινδεπεν−
δεντ οφ τηε εθυιλιβριυµ παψµεντσ πε: Τηε ιντυιτιον ισ σιµπλε: ιφ α πλαψερ µακεσ
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λοωερ εθυιλιβριυµ παψµεντσ (ορ γετσ µονεψ), ηε ισ ωιλλινγ το µακε ηιγηερ υπ−
φροντ παψµεντσ τηατ χαν χουντερβαλανχε τηε διστριβυτιϖε ε⁄εχτσ οφ τηε εθυιλιβριυµ
παψµεντσ.
Ηενχε, εθυιλιβριυµ παψµεντσ πε χαν βε χηοσεν φορ τηε σολε πυρποσε οφ σµοοτη−
ινγ τηε ινχεντιϖεσ νοτ το δεϖιατε φροµ τηε εθυιλιβριυµ πατη. Ιν φαχτ, ωηενεϖερ
τηε συµ οφ τηε τωο ινεθυαλιτιεσ ιν (6) ηολδσ, τηεν πε χαν βε χηοσεν συχη τηατ
τηε ινδιϖιδυαλ χονδιτιονσ ηολδ φορ βοτη πλαψερσ. Φυρτηερµορε, ιφ ωε αρε µερελψ
ιντερεστεδ ιν συβγαµε περφεχτιον, ωε χαν σετ νεσ το τηε µαξιµαλ λεϖελ συχη τηατ
πυνισηµεντ παψο⁄σ αρε γιϖεν βψ υιι = χι(α
ι).3 Γιϖεν συχη αππροπριατε σελεχτιον
οφ εθυιλιβριυµ παψµεντσ ανδ νεσ, ωε χαν δεριϖε σιµπλε χονδιτιονσ φορ χηεχκινγ
ωηετηερ α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη σοµε σπεχιχ αχτιον στρυχτυρε εξιστσ:
Λεµµα 1 Τηερε εξιστσ α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ιφ
ανδ ονλψ ιφ
Γ(αε)  (1  )(χ1(α
ε) + χ2(α
ε)) + (χ1(α
1) + χ2(α
2)) (ΣΓΠ−αε)
ανδ φορ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2
(1  )Γ(αι) + Γ(αε)  χι(α
ι)  (1  )χϕ(α
ι) + χϕ(α
ϕ): (ΣΓΠ−αι)
3 Οπτιµαλ Συβγαµε Περφεχτ Χοντραχτσ
3.1 Μαιν Ρεσυλτ
Τηισ σεχτιον σηοωσ τηατ ιν ουρ σεττινγ εϖερψ Παρετο−οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ παψο⁄
χαν βε αχηιεϖεδ βψ στατιοναρψ χοντραχτσ ανδ ωε ιλλυστρατε ηοω στατιοναρψ χοντραχτσ
αλλοω α σιµπλε χηαραχτεριζατιον οφ τηεσε παψο⁄σ. Ωε δενοτε τηε ωεακ Παρετο φρον−
τιερ οφ τηε σετ οφ συβγαµε περφεχτ παψο⁄σ βψ Π(ΥπαψΣΓΠ ). Φυρτηερµορε, λετ
ΥΣΓΠ := συπ
υ2Υπαψ
ΣΓΠ
υ1 + υ2
βε τηε συπρεµυµ οφ ϕοιντ παψο⁄σ ιν συβγαµε περφεχτ εθυιλιβρια, ανδ
υιΣΓΠ := ινφ
υ2Υπαψ
ΣΓΠ
υι
3Τηεσε µαξιµαλ νεσ αρε γιϖεν βψ Φ ι = 1(1 ) (υ
ε
ι   χι(α
ι)). Τηε µαξιµαλ νεσ βεχοµε ϖερψ
λαργε ασ τηε γαµεσ συρπλυσ ρισεσ. Συχη εξτρεµε ϖαλυεσ αρε νοτ νεχεσσαρψ, βυτ χονϖενιεντ ιν ουρ
σεαρχη φορ αλλ συσταιναβλε εθυιλιβριυµ παψο⁄σ.
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βε τηε ινµυµ οφ πλαψερ ισ παψο⁄σ ιν συβγαµε περφεχτ εθυιλιβρια. Νοτε τηατ τηεσε
ϖαλυεσ ωουλδ νοτ χηανγε ιφ τηε ρανγε οφ παψο⁄σ ΥπαψΣΓΠ ωασ ρεπλαχεδ βψ Υ
πλαψ
ΣΓΠ , τηε
σετ οφ συβγαµε περφεχτ χοντινυατιον παψο⁄σ ατ τηε πλαψ σταγε.
Φορ α γιϖεν δισχουντ φαχτορ, ωε χαλλ αν αχτιον προλε αε οπτιµαλ ιφ Γ(αε) = ΥΣΓΠ
ανδ τηερε εξιστσ α στατιοναρψ χοντραχτ ιν ωηιχη αε ισ πλαψεδ ον τηε εθυιλιβριυµ
πατη. Σιµιλαρλψ, ωε χαλλ αν αχτιον προλε αι α στρονγεστ πυνισηµεντ φορ πλαψερ ι ιφ
χι(α
ι) = υιΣΓΠ ανδ τηερε εξιστσ α στατιοναρψ χοντραχτ ιν ωηιχη α
ι ισ τηε πυνισηµεντ
προλε φορ πλαψερ ι: Νοτε τηατ α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη στρονγεστ πυνισηµεντσ
ανδ µαξιµαλ νεσ υσεσ οπτιµαλ πεναλ χοδεσ ιν τηε σενσε οφ Αβρευ (1988). Φορ
τηε ρεµαινδερ οφ τηισ παπερ, τηε λαβελσ αε ανδ αι ωιλλ αλωαψσ ρεφερ το αν οπτιµαλ
αχτιον−προλε ανδ στρονγεστ πυνισηµεντσ, ρεσπεχτιϖελψ.
Προποσιτιον 1 Αν οπτιµαλ αχτιον προλε αε ανδ στρονγεστ πυνισηµεντσ α1; α2 αλ−
ωαψσ εξιστ. Τηε Παρετο−φροντιερ οφ συβγαµε περφεχτ παψο⁄σ ισ λινεαρ ανδ χαν βε
ιµπλεµεντεδ βψ στατιοναρψ χοντραχτσ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ µαξιµαλ
νεσ.
3.2 Φινδινγ οπτιµαλ αχτιον προλεσ ανδ στρονγεστ πυνιση−
µεντσ
Γιϖεν Προποσιτιον 1, χηαραχτεριζινγ τηε Παρετο−φροντιερ οφ συβγαµε περφεχτ παψ−
ο⁄σ βοιλσ δοων το νδινγ αν οπτιµαλ αχτιον προλε αε ανδ στρονγεστ πυνισηµεντσ
α1; α2 φορ α γιϖεν δισχουντ φαχτορ: Υσινγ τηεσε αχτιον προλεσ, ανψ Παρετο−οπτιµαλ
συβγαµε περφεχτ παψο⁄ χαν βε αχηιεϖεδ βψ αππροπριατε υπ−φροντ ανδ εθυιλιβριυµ
παψµεντσ. Ρεχαλλ φροµ Λεµµα 1 τηατ α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχτυρε
(αε; α1; α2) εξιστσ ιφ ανδ ονλψ ιφ
Γ(αε)  (1  )(χ1(α
ε) + χ2(α
ε)) + (χ1(α
1) + χ2(α
2)) (ΣΓΠ−αε)
ανδ φορ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2
Γ(αε) + (1  )Γ(αι)  χι(α
ι)  χϕ(α
ϕ) + (1  )χϕ(α
ι): (ΣΓΠ−αι)
Τηεσε χονδιτιονσ ηαϖε α χονϖενιεντ στρυχτυρε: Μορε ε′χιεντ εθυιλιβριυµ πλαψ, ι.ε.
ηιγηερ λεϖελσ οφ Γ(αε), αλωαψσ ρελαξεσ χονδιτιονσ (ΣΓΠ−αι) ανδ τηερεβψ φαχιλιτατεσ
στρονγερ πυνισηµεντσ. Σιµιλαρλψ, α στρονγερ πυνισηµεντ οφ πλαψερ ι, ι.ε. λοωερ λεϖελσ
οφ χι(α
ι), αλωαψσ φαχιλιτατεσ α στρονγερ πυνισηµεντ οφ πλαψερ ϕ ανδ µορε ε′χιεντ
εθυιλιβριυµ πλαψ.
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Χονσεθυεντλψ, τηερε ισ α σιµπλε ιτερατιϖε προχεδυρεσ τηατ ψιελδσ α λιστ οφ οπτιµαλ
αχτιον προλεσ ανδ οπτιµαλ πυνισηµεντσ φορ αλλ δισχουντ φαχτορσ ιν νιτε σταγε
γαµεσ. Φορ εαχη ρουνδ ν = 0; 1; 2; ::: ωε δενε αν αχτιον στρυχτυρε (αε(ν); α1(ν);
α2(ν)); σταρτινγ ωιτη αε(0) 2 αργµαξα2ΑΓ(α) ανδ α
ι(0) 2 αργµινα2Α χι(α): Τηισ
µεανσ ωε σταρτ ωιτη τηε µοστ ε′χιεντ αχτιον προλε ανδ τηε ηαρσηεστ πυνισηµεντσ
οφ τηε σταγε γαµε.
Φορ κ 2 φε; 1; 2γ; λετ κ(ν) δενοτε τηε µινιµαλ δισχουντ φαχτορ φορ ωηιχη τηε
αχτιον στρυχτυρε οφ ρουνδ ν φυλλλσ χονδιτιον (ΣΓΠ−ακ) ανδ λετ (ν)  µαξκ 
κ(ν):4
Χλεαρλψ, ιφ (0) < 1 τηεν αε(0) ισ αν οπτιµαλ αχτιον προλε ανδ α1(0), α2(0) αρε
στρονγεστ πυνισηµεντσ φορ εϖερψ δισχουντ φαχτορ  2 [(0); 1].
Ωε σαψ αν αχτιον προλε ακ ρελαξεσ χονδιτιον (ΣΓΠ−ακ) ιν ρουνδ ν ιφ ρεπλαχινγ
ακ(ν) βψ ακ (κεεπινγ τηε οτηερ αχτιον προλεσ υνχηανγεδ) µακεσ χονδιτιον (ΣΓΠ−
ακ) ηολδ φορ α λαργερ σετ οφ δισχουντ φαχτορσ. Λετ Ακ(ν) δενοτε τηε σετ οφ αχτιον−
προλεσ τηατ ρελαξ χονδιτιον (ΣΓΠ−ακ) ιν ρουνδ ν. Ιφ ε(ν) = (ν); ωε χηοοσε
ιν ρουνδ ν + 1 αν αχτιον−προλε αε(ν + 1) 2 αργµαξα2Αε(ν)Γ(α), ωηιχη ρελαξεσ
χονδιτιον (ΣΓΠ−αε) βυτ ηασ α ϕοιντ παψο⁄ ασ λαργε ασ ποσσιβλε. Σιµιλαρλψ, ιφ ι(ν) =
(ν) ωε χηοοσε αν αχτιον−προλε αι(ν+1) 2 αργµινα2Αι(ν) χι(α
ι). Ιφ κ(ν) < (ν);
ωε δοντ νεεδ το ρελαξ χονδιτιον (ΣΓΠ−ακ) ανδ κεεπ τηε ολδ αχτιον−προλε, ι.ε.
ακ(ν+ 1) = ακ(ν):
Ιφ ιν ρουνδ ν; ωε νδ (ν) < µινµ<νφ
(µ)γ τηεν αε(ν) ισ αν οπτιµαλ αχτιον
προλε ανδ αι(ν) αρε οπτιµαλ πυνισηµεντσ φορ αλλ δισχουντ φαχτορσ  2 [(ν);
µινµ<νφ
(µ)γ): Τηε προχεδυρε ιτερατεσ υντιλ ιν σοµε ρουνδ ν αλλ σελεχτεδ αχτιον−
προλεσ αρε α Ναση εθυιλιβριυµ οφ τηε σταγε γαµε, ωηιχη ιµπλιεσ (ν) = 0:
Χλεαρλψ, τηε προχεδυρε ωιλλ αλωαψσ τερµινατε ανδ ψιελδσ α λιστ οφ οπτιµαλ αχτιον
προλεσ ανδ στρονγεστ πυνισηµεντσ φορ εϖερψ δισχουντ φαχτορ.
Φορ τηε σελεχτιον οφ αχτιον−προλεσ ιν εαχη ρουνδ ονε σηουλδ οβσερϖε τωο ποιντσ:
Ωηενεϖερ τηερε αρε µυλτιπλε χανδιδατεσ φορ τηε εθυιλιβριυµ αχτιον αε τηατ αχηιεϖε
τηε σαµε ϕοιντ παψο⁄ Γ(αε); ονε σηουλδ πιχκ φροµ τηισ σετ αν αχτιον προλε τηατ
µινιµιζεσ τηε συµ οφ χηεατινγ παψο⁄σ χ1(α
ε) + χ2(α
ε) ιν ορδερ το ρελαξ χονδιτιον
(ΣΓΠ−αε) ασ µυχη ασ ποσσιβλε. Σιµιλαρλψ, ωηενεϖερ τηερε αρε µυλτιπλε χανδιδατεσ
φορ α πυνισηµεντ προλε αι τηατ ηαϖε τηε σαµε χηεατινγ παψο⁄ χι(α
ι); ονε σηουλδ
χηοοσε αν αχτιον−προλε τηατ µινιµιζεσ Γ(αι)  χϕ(α
ι) ιν ορδερ το ρελαξ χονδιτιον
(ΣΓΠ−αι) ασ µυχη ασ ποσσιβλε.
4Ωε νορµαλιζε κ(ν) = 1 ιφ νο δισχουντ φαχτορ  < 1 φυλλλσ χονδιτιον (ΣΓΠ−ακ):
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3.3 Εξαµπλε: Σιµπλιεδ Χουρνοτ Γαµε δυε το Αβρευ
Ωε νοω ιλλυστρατε τηε προχεδυρε αβοϖε, φορ α σιµπλιεδ Χουρνοτ γαµε δυε το Αβρευ
(1988). Τωο ρµσ σιµυλτανεουσλψ χηοοσε ειτηερ λοω (Λ), µεδιυµ (Μ), ορ ηιγη (Η)
ουτπυτ ανδ σταγε γαµε παψο⁄σ αρε γιϖεν βψ τηε φολλοωινγ µατριξ:
Φιρµ 2
Λ Μ Η
Λ 10; 10 3; 15 0; 7
Φιρµ 1 Μ 15; 3 7; 7  4; 5
Η 7; 0 5; 4  15; 15
ϑοιντ παψο⁄σ αρε µαξιµιζεδ ιφ ρµσ χηοοσε (Λ,Λ), τηε υνιθυε Ναση εθυιλιβριυµ
οφ τηε σταγε γαµε ισ (Μ,Μ), ανδ ηιγη ουτπυτ µινιµιζεσ τηε χηεατινγ παψο⁄ οφ
τηε οτηερ ρµ. Αβρευ χονσιδερεδ τηε χασε ωιτηουτ σιδε−παψµεντσ ανδ χονστρυχτεδ
οπτιµαλ πεναλ χοδεσ τηατ συππορτ χολλυσιϖε πλαψ οφ (Λ,Λ) φορ ανψ δισχουντ φαχτορ
  4
7
; ωηιλε τηε τηρεατ οφ αν ιννιτε ρεπετιτιον οφ τηε σταγε γαµε εθυιλιβριυµ χαν
συσταιν χολλυσιον ονλψ ιφ   5
8
:
Φορ τηε χασε ωιτη σιδε παψµεντσ, τηε ρστ χανδιδατε φορ αν οπτιµαλ αχτιον προλε
ισ χλεαρλψ τηε χολλυσιϖε ουτχοµε, ι.ε. αε(0) = (Λ;Λ). Α ηαρσηεστ πυνισηµεντ οφ
τηε σταγε γαµε ρεθυιρεσ τηατ τηε πυνισηερ χηοοσεσ ηιγη ουτπυτ. Μινιµιζατιον οφ
Γ(αι)   χϕ(α
ι) ρεθυιρεσ τηατ τηε πυνισηεδ πλαψερ χηοοσεσ µεδιυµ ουτπυτ, ι.ε. ωε
ηαϖε α1(0) = (Μ;Η) ανδ α2(0) = (Η;Μ):Ωηιλε ιτ ωουλδ βε µορε ε′χιεντ φορ βοτη
πλαψερσ ιφ τηε πυνισηεδ πλαψερ χηοοσεσ λοω ουτπυτ, τηε χηοιχε οφ µεδιυµ ουτπυτ
συβσταντιαλλψ ρεδυχεσ τηε πυνισηερσ ινχεντιϖεσ το δεϖιατε φροµ τηε πυνισηµεντ ανδ
τηερεφορε µακεσ τηε πυνισηµεντ εασιερ το ιµπλεµεντ.
Ωιτη τηισ αχτιον στρυχτυρε, χονδιτιον (ΣΓΠ−αε) ηολδσ φορ αλλ   1
3
ωηιλε χονδι−
τιονσ (ΣΓΠ−αι) ηολδ φορ αλλ   3
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: Ηενχε, τηε χολλυσιϖε ουτχοµε χαν βε συσταινεδ
φορ αλλ δισχουντ φαχτορσ   1
3
. Το χηαραχτεριζε Παρετο−οπτιµαλ παψο⁄σ φορ λοωερ
δισχουντ φαχτορσ, ωε ρελαξ χονδιτιον (ΣΓΠ−αε) βψ χηοοσινγ ειτηερ αε(1) = (Λ;Μ)
ορ αε(1) = (Μ;Λ) ανδ κεεπ τηε πρεϖιουσ πυνισηµεντ προλεσ. Χονδιτιον (ΣΓΠ−αε)
τηεν ηολδσ φορ αλλ   2
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ωηιλε χονδιτιονσ (ΣΓΠ−αι) ηολδ φορ αλλ   1
4
: Τηυσ,
φορ αλλ  2 [1
4
; 1
3
); α παρτιαλ χολλυσιϖε εθυιλιβριυµ πλαψ οφ (Λ;Μ) ορ (Μ;Λ) χαν
βε συσταινεδ. Νοτε τηατ τηε χορρεσπονδινγ στατιοναρψ χοντραχτσ ρεθυιρε ποσιτιϖε
εθυιλιβριυµ παψµεντσ φροµ τηε ρµ τηατ χηοοσεσ µεδιυµ ουτπυτ το τηε ρµ τηατ
χηοοσεσ λοω ουτπυτ.5 Χοντινυινγ τηε προχεδυρε, ωε νδ τηατ φορ λοωερ δισχουντ
5Υσινγ χονδιτιον (6) (σεε Σεχτιον 2.2) ονε νδσ τηατ τηεσε παψµεντσ ηαϖε το λιε ιν τηε ιντερϖαλ
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φαχτορσ ονλψ αν ιννιτε ρεπετιτιον οφ τηε σταγε γαµε εθυιλιβριυµ χαν βε συσταινεδ.
3.4 Εξαµπλε: Πρισονερσ ∆ιλεµµα
Φορ ανοτηερ εξαµπλε, χονσιδερ α Πρισονερσ ∆ιλεµµα γαµε ωιτη παψο⁄ µατριξ:
Πλαψερ 2
Χ ∆
Πλαψερ 1 Χ (1; 1) (Σ   δ; δ)
∆ (δ; Σ   δ) (0; 0)
ωηερε δ > 1 > Σ
2
: Τηε ρστ χανδιδατεσ φορ στρονγεστ πυνισηµεντσ αρε α1 = α2 =
(∆;∆). Σινχε τηισ στρονγεστ πυνισηµεντ ισ α Ναση εθυιλιβριυµ οφ τηε σταγε γαµε,
χονδιτιονσ (ΣΓΠ−αι) ηολδ φορ αλλ δισχουντ φαχτορσ. Τηε ρστ χανδιδατε φορ οπτιµαλ
εθυιλιβριυµ αχτιονσ ισ µυτυαλ χοοπερατιον (Χ;Χ) ανδ χονδιτιον (ΣΓΠ−αε) σηοωσ
τηατ ιτ χαν βε συσταινεδ φορ αλλ   δ 1
δ
. Ιφ Σ > 1 ωε νδ τηατ τηε ασψµµετριχ
εθυιλιβριυµ αχτιον−προλεσ (Χ;∆) ανδ (∆;Χ) αρε οπτιµαλ φορ αλλ  2 [δ Σ
δ
; δ 1
δ
).
Φορ λοωερ δισχουντ φαχτορσ, ονλψ τηε Ναση εθυιλιβριυµ οφ τηε σταγε γαµε (∆;∆)
χαν βε συσταινεδ.
4 Ρενεγοτιατιον−Προοφνεσσ: Στρονγ Οπτιµαλιτψ
ανδ Στρονγ Περφεχτιον
4.1 ∆ενιτιονσ ανδ Μαιν Ρεσυλτσ
Ιν µανψ ρελατιονσηιπσ ιτ σεεµσ ρεασοναβλε τηατ πλαψερσ ηαϖε τηε ποσσιβιλιτψ το
µεετ ανδ ρενεγοτιατε τηειρ εξιστινγ ρελατιοναλ χοντραχτ. Ιφ πλαψερσ αντιχιπατε συχη
α ρενεγοτιατιον, α συβγαµε−περφεχτ εθυιλιβριυµ µαψ χεασε το βε σταβλε, ηοωεϖερ.
Τηερε αρε δι⁄ερεντ χονχεπτσ οφ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ τηατ ιντενδ το ρενε τηε
σετ οφ συβγαµε περφεχτ εθυιλιβρια το τηοσε εθυιλιβρια τηατ αρε ροβυστ αγαινστ τηισ
χριτιχισµ.
Ωε ρστ χονσιδερ τηε χονχεπτ οφ στρονγ οπτιµαλιτψ τηατ Λεϖιν (2003) αππλιεσ ιν
ηισ στυδψ οφ ρεπεατεδ πρινχιπαλ−αγεντ γαµεσ. Λεϖιν ιµπλιχιτλψ ασσυµεσ τηατ ρενε−
γοτιατιον χαν ονλψ τακε πλαχε ατ τηε βεγιννινγ οφ α περιοδ, ι.ε. βεφορε τηε παψµεντ
[ 4 7

; 15].
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σταγε βυτ νοτ βεφορε τηε πλαψ σταγε. Α µινιµαλ ρεθυιρεµεντ φορ α συχχεσσφυλ ρενε−
γοτιατιον ατ τηισ σταγε ισ τηατ τηερε εξιστσ α νεω χοντραχτ τηατ ισ συβγαµε περφεχτ
ανδ χρεατεσ σοµε συρπλυσ χοµπαρεδ το τηε εξιστινγ χοντραχτ, ιν τηε σενσε οφ αχηιεϖ−
ινγ α ηιγηερ ϕοιντ παψο⁄. Χονσεθυεντλψ, τηερε ισ νεϖερ σχοπε φορ ρενεγοτιατιον ιφ
αλλ χοντινυατιον εθυιλιβρια αλρεαδψ αχηιεϖε τηε ηιγηεστ ϕοιντ παψο⁄ ΥΣΓΠ τηατ ισ
ποσσιβλε ιν α συβγαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ.
∆ενιτιον 3 Α συβγαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ  ισ στρονγλψ οπτιµαλ (ω. ρ. τ. ρενε−
γοτιατιονσ ατ παψµεντ σταγεσ) ιφ Υ(ϕη) = ΥΣΓΠ φορ αλλ η 2 Η
παψ:
Προποσιτιον 1 διρεχτλψ ιµπλιεσ τηε φολλοωινγ ρεσυλτ:
Χορολλαρψ 1 Εϖερψ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχτιονσ αε ισ
στρονγλψ οπτιµαλ. Τηε Παρετο−φροντιερ οφ συβγαµε περφεχτ ανδ στρονγλψ οπτιµαλ
παψο⁄σ χοινχιδεσ.
Τηε ρεασον τηατ εϖερψ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχτιονσ ισ
στρονγλψ οπτιµαλ ισ τηατ ιν εϖερψ χοντινυατιον εθυιλιβριυµ σταρτινγ ατ α παψµεντ
σταγε, τηε ρεθυιρεδ παψµεντσ ωιλλ αλωαψσ βε χονδυχτεδ ανδ αφτερωαρδσ τηε οπτιµαλ
αχτιονσ αε αρε πλαψεδ ιν αλλ συβσεθυεντ περιοδσ. Σινχε βψ ασσυµπτιον τηερε ισ νο
ρενεγοτιατιον διρεχτλψ βεφορε α πλαψ σταγε, χοντινυατιον εθυιλιβρια τηατ ρεθυιρε τηε
πλαψ οφ α πυνισηµεντ προλε αι αρε νεϖερ συβϕεχτ το ρενεγοτιατιον.
Ασσυµινγ τηατ νο ρενεγοτιατιον ισ αλλοωεδ βεφορε α πλαψ σταγε ηασ χερταιν αππεαλ
ιν σιτυατιονσ ωηερε παψµεντσ χαν βε οργανιζεδ θυιχκλψ χοµπαρεδ το τηε τιµε ιτ
ρεθυιρεσ το ρενεγοτιατε α χοντραχτ. Τηε ρεασον ισ τηατ ιφ ονε αλλοωσ φορ ρενεγοτιατιον
βεφορε πλαψ σταγε, ονε ιµπλιχιτλψ ασσυµεσ τηατ τηερε ισ συ′χιεντ τιµε το ρενεγοτιατε
φυτυρε αχτιονσ ωηιλε τηερε ισ νο µορε τιµε το χονδυχτ φυρτηερ παψµεντσ βεφορε τηεσε
αχτιονσ αρε χονδυχτεδ.
Α µορε στρινγεντ τεστ οφ ρενεγοτιατιον, ηοωεϖερ, χονσιδερσ τηε ποσσιβιλιτψ οφ
ρενεγοτιατιον ατ αλλ σταγεσ ωιτηιν α περιοδ. Τηισ ισ ασσυµεδ, φορ εξαµπλε, βψ Φονγ
ανδ Συρτι (2009) ωηο στυδψ ρεπεατεδ Πρισονερσ ∆ιλεµµα γαµεσ ωιτη σιδε παψ−
µεντσ. Τηε στριχτεστ χονχεπτ οφ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ ωουλδ βε α µοδιχατιον
οφ στρονγ οπτιµαλιτψ τηατ ρεθυιρεσ φορ εϖερψ χοντινυατιον εθυιλιβριυµ  ινχλυδινγ
τηοσε σταρτινγ ατ α παψµεντ σταγε τηατ τηε συµ οφ χοντινυατιον παψο⁄σ ισ εθυαλ το
τηε ηιγηεστ ποσσιβλε ϖαλυε ΥΣΓΠ : Σινχε πυνισηµεντ αχτιονσ τψπιχαλλψ ρεθυιρε σοµε
ε′χιενχψ λοσσ, τηισ χονδιτιον ισ τοο στρονγ το αλλοω φορ µυχη ινσιγητφυλ αναλψσισ,
ηοωεϖερ. Α σλιγητλψ ωεακερ ρεθυιρεµεντ φολλοωσ φροµ αδαπτινγ στρονγ περφεχτιον
(σεε Ρυβινστειν, 1980) το ουρ σετ−υπ.
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∆ενιτιον 4 Α συβγαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ  ισ στρονγ περφεχτ ατ βοτη σταγεσ ιφ
Υκ()  ΠκΣΓΠ φορ αλλ κ 2 φπαψ; πλαψγ.
Στρονγ περφεχτιον ρεθυιρεσ φορ βοτη σταγεσ τηατ νο χοντινυατιον παψο⁄ ισ στριχτλψ
Παρετο δοµινατεδ βψ ανοτηερ συβγαµε περφεχτ χοντινυατιον παψο⁄ οφ τηε σαµε
σταγε. Στρονγ περφεχτ εθυιλιβρια µαψ φαιλ το εξιστ, βυτ τηε χονχεπτ προϖιδεσ α υσεφυλ
συ′χιεντ χονδιτιον φορ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ. Ιφ τηερε ισ νο συβγαµε περφεχτ
χοντινυατιον εθυιλιβριυµ τηατ µακεσ βοτη πλαψερσ βεττερ ο⁄, τηεν ονε µαψ φεελ
χονδεντ τηατ ρενεγοτιατιον ισ δετερρεδ. Λετ υιΣΠ δενοτε τηε ινµυµ οφ πλαψερ ισ
παψο⁄σ ιν στρονγ περφεχτ εθυιλιβρια, ιφ συχη εθυιλιβρια εξιστ.
Προποσιτιον 2 Εϖερψ στρονγ περφεχτ παψο⁄ χαν βε ιµπλεµεντεδ βψ α στατιοναρψ
χοντραχτ ωιτη οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχτιονσ αε: Τηε σετ οφ στρονγ περφεχτ παψο⁄σ ισ
ειτηερ εµπτψ ορ γιϖεν βψ τηε λινε φροµ (υ1ΣΠ ; Γ(α
ε)  υ1ΣΠ ) το (Γ(α
ε)  υ2ΣΠ ; υ
2
ΣΠ ):
Χλεαρλψ, α στρονγ περφεχτ στατιοναρψ χοντραχτ ρεθυιρεσ οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχ−
τιονσ αε; βυτ ιτ ισ νοτ γενεραλλψ τηε χασε τηατ οπτιµαλ πεναλ χοδεσ χαν βε υσεδ, σινχε
τηε χορρεσπονδινγ χοντινυατιον παψο⁄σ µαψ βε Παρετο−δοµινατεδ. Ωε νοω δεριϖε
ρεσυλτσ τηατ ηελπ το νδ στρονγ περφεχτ εθυιλιβρια φορ α γιϖεν γαµε ανδ δισχουντ
φαχτορ ορ το ϖεριφψ τηειρ νον−εξιστενχε. Ωε σαψ αν αχτιον προλε εα ισ αδµισσιβλε
φορ α γιϖεν δισχουντ φαχτορ  ιφ τηερε εξιστσ σοµε συβγαµε−περφεχτ εθυιλιβριυµ ιν
ωηιχη εα ισ πλαψεδ ον τηε εθυιλιβριυµ πατη:
Λεµµα 2 Αν αχτιον προλε εα ισ αδµισσιβλε ιφ ανδ ονλψ ιφ
(1  )Γ(εα) + Γ(αε)  (1  )(χι(εα) + χϕ(εα)) + (χι(αι) + χϕ(αϕ)): (8)
Προποσιτιον 3 Α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ πυν−
ισηµεντ παψο⁄σ υ11 ανδ υ
2
2 ισ στρονγ περφεχτ ιφ ανδ ονλψ ιφ φορ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2
ανδ φορ αλλ αδµισσιβλε ∼α ωιτη Γ(∼α) > Γ(αι) ιτ ηολδσ τηατ ειτηερ
(1  )Γ(αι)  υιι  (1  ) (Γ(∼α)  χι(∼α))  χι(α
ι) ορ (ΣΠ1)
υιι  (1  )(Γ(∼α)  χϕ(∼α)) + Γ(α
ε)  χϕ(α
ϕ) (ΣΠ2)
Ιντυιτιϖελψ, χονδιτιονσ (ΣΠ1) ανδ (ΣΠ2) χονχερν τηε πυνισηµεντ φορ πλαψερ ι ατ
πλαψ σταγε. Χονδιτιον (ΣΠ1) ενσυρεσ τηατ τηερε εξιστ νο συβγαµε περφεχτ χοντινυ−
ατιον εθυιλιβρια τηατ γιϖε α ηιγηερ παψο⁄ το τηε πυνισηινγ πλαψερ ϕ, ι.ε. τηατ τηε
πυνισηερ ηασ νο ινχεντιϖε το ρενεγοτιατε τηε πυνισηµεντ. Σηουλδ συχη χοντινυατιον
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εθυιλιβρια εξιστ, χονδιτιον (ΣΠ2) ενσυρεσ τηατ τηεψ ωουλδ µακε τηε πυνισηεδ πλαψερ
ι ωορσε−ο⁄. Τηατ ονε χαννοτ αλωαψσ ρεστριχτ αττεντιον το στατιοναρψ χοντραχτσ ωιτη
µαξιµαλ νεσ ισ δυε το τηε φαχτ τηατ ωε δο νοτ αλλοω φορ χορρελατεδ στρατεγιεσ. Ιν α
στατιοναρψ χοντραχτ τηατ χεασεσ το βε στρονγ περφεχτ ιφ τηε µαξιµαλ νεσ αρε υσεδ,
τηε πυνισηµεντ παψο⁄ ισ αλωαψσ δοµινατεδ βψ α χονϖεξ χοµβινατιον οφ παψο⁄σ ιν
ΥπλαψΣΓΠ .
Ωε νοω δεριϖε τωο Χορολλαριεσ οφ Προποσιτιον 3 τηατ φαχιλιτατε τηε αναλψσισ
ιν µανψ εξαµπλεσ. Ωε σαψ α στρονγεστ πυνισηµεντ αι οφ πλαψερ ι ισ αν οπτιµαλ
στρονγεστ πυνισηµεντ ιφ τηερε εξιστσ νο οτηερ στρονγεστ πυνισηµεντ οφ πλαψερ ι
ωιτη α ηιγηερ ϕοιντ παψο⁄ τηαν Γ(αι):
Χορολλαρψ 2 Α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη οπτιµαλ στρονγεστ πυνισηµεντσ α1; α2;
µαξιµαλ νεσ ανδ οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχτιονσ ισ στρονγ περφεχτ ιφ ανδ ονλψ ιφ φορ
αλλ αδµισσιβλε αχτιον προλεσ ∼α ανδ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2
Γ(αι)  χι(α
ι)  Γ(∼α)  χι(∼α): (9)
Χορολλαρψ 3 Τηερε εξιστσ νο στρονγ περφεχτ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχ−
τυρε (αε; α1; α2) ιφ φορ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2 ωε ηαϖε Γ(αε) > Γ(αι) ανδ
(1  ) (Γ(αε)  χι(α
ε))  χι(α
ι) > (1  )Γ(αι)  χι(α
ι): (10)
Τηεσε τωο χορολλαριεσ χαν βε υσεδ το σηοω τηατ ιν Αβρευσ σιµπλε Χουρνοτ
εξαµπλε τηερε ισ νο στρονγ περφεχτ εθυιλιβριυµ, εξχεπτ φορ τηε Ναση εθυιλιβριυµ οφ
τηε σταγε γαµε ιν χασε  < 1
4
. Ινστεαδ οφ εξερχισινγ τηισ νον−εξιστενχε ιν δεταιλ, ωε
νοω πρεσεντ τωο εξαµπλεσ ιν ωηιχη στρονγ περφεχτ εθυιλιβρια (ατ λεαστ σοµετιµεσ)
εξιστ.
Εξαµπλε: Πρινχιπαλ−Αγεντ Γαµε
Ασσυµε τηατ ονλψ πλαψερ 1 (τηε αγεντ) χηοοσεσ αν αχτιον α 2 Ρ+0 . Τηε αχτιον
χρεατεσ α νον−ποσιτιϖε παψο⁄ γ1(α) φορ πλαψερ 1 ανδ α νοννεγατιϖε βενετ γ2(α)
φορ πλαψερ 2 (τηε πρινχιπαλ). Ονε ιντερπρετατιον ισ τηατ πλαψερ 1 ισ α συππλιερ ωηο
δελιϖερσ α προδυχτ οφ α χερταιν θυαλιτψ, ωηερε ηιγηερ θυαλιτψ ισ µορε εξπενσιϖε.
Ανοτηερ ιντερπρετατιον ισ τηατ πλαψερ 1 ισ α ωορκερ ωηο χαν εξερτ ωορκ ε⁄ορτ α,
ωηιχη χαν βε οβσερϖεδ βψ τηε εµπλοψερ. Τηε αγεντ χαν χηοοσε α δο−νοτηινγ
αχτιον α = 0 τηατ ψιελδσ ζερο παψο⁄ φορ βοτη πλαψερσ.
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Χλεαρλψ, α2 = 0 ισ α στρονγεστ πυνισηµεντ φορ τηε πρινχιπαλ. Σινχε τηε αγεντσ
χηεατινγ παψο⁄ ιν πλαψ σταγε ισ αλωαψσ 0; εϖερψ αχτιον α1 2 Ρ+0 ισ βψ δενιτιον
αν οπτιµαλ πυνισηµεντ φορ τηε αγεντ. Ιν παρτιχυλαρ, αλσο τηε οπτιµαλ εθυιλιβριυµ
αχτιονσ αε χονστιτυτε α στρονγεστ πυνισηµεντ φορ τηε αγεντ. Υσινγ τηεσε στρονγεστ
πυνισηµεντσ, ωε νδ φροµ χονδιτιονσ (ΣΓΠ−αε) ανδ (ΣΓΠ−αι) τηατ τηε οπτιµαλ
εθυιλιβριυµ αχτιονσ αε σολϖε µαξαε2ΑΓ(α
ε) συβϕεχτ το γ2(α
ε)   γ1(α
ε):
Υσινγ Χορολλαρψ 2, ωε νδ τηατ τηε στατιοναρψ χοντραχτσ ωιτη αχτιον στρυχτυρε
(αε; αε; 0) αρε στρονγ περφεχτ, ιφ ανδ ονλψ ιφ φορ εϖερψ αδµισσιβλε ∼α τηε χονδιτιον
Γ(∼α)  γ2(∼α)  0 ηολδσ. Σινχε γ1(∼α)  0; τηισ χονδιτιον ισ αλωαψσ φυλλλεδ. Ηενχε,
ιν τηισ σιµπλε χοµπλετε ινφορµατιον γαµε, ωε χονρµ τηε ιντυιτιον οφ Λεϖιν (2003)
τηατ ωηεν τηε ινχεντιϖε προβλεµ ισ ονε−σιδεδ, οπτιµαλ ΣΓΠ παψο⁄σ χαν βε ιµπλε−
µεντεδ ιν α ρενεγοτιατιον−προοφ ωαψ.
Εξαµπλε: Στρονγ Περφεχτιον ιν τηε Πρισονερσ ∆ιλεµµα
Ρεχαλλ τηε Πρισονερσ ∆ιλεµµα γαµε φροµ Σεχτιον 3.4. Ιτ ισ ινστρυχτιϖε το ρστ
χονσιδερ τηε χασε Σ < 1 ανδ δ 1
δ
  < δ Σ
δ Σ+2
: Τηεν οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχτιονσ
αρε αε = (Χ;Χ), στρονγεστ πυνισηµεντσ αρε α1 = α2 = (∆;∆); ανδ Λεµµα 2
ιµπλιεσ τηατ (Χ;∆) ανδ (Χ;∆) αρε νοτ αδµισσιβλε.
Χορολλαρψ 2 ιµπλιεσ τηατ τηερε ισ α στρονγ περφεχτ στατιοναρψ χοντραχτ ιφ ανδ
ονλψ ιφ δ  2: Τηυσ, στρονγ περφεχτιον ρεθυιρεσ τηατ τηε τεµπτατιον το δεϖιατε
φροµ (Χ;Χ) ιν τηε σταγε γαµε µυστ βε συ′χιεντλψ λαργε; α ρεσυλτ τηατ µαψ σεεµ
χουντερ−ιντυιτιϖε. Το υνδερστανδ τηε ιντυιτιον, λετ πει δενοτε τηε µαξιµυµ τρανσ−
φερ τηατ πλαψερ ι χαν βε ινδυχεδ το µακε ον τηε εθυιλιβριυµ πατη ιν α στατιοναρψ
χοντραχτ. Υσινγ χονδιτιον (6) (σεε Σεχτιον 2.2), ωε νδ πει=
1 (1 )δ

: Τηε µαξιµυµ
παψµεντ πει ισ στριχτλψ δεχρεασινγ ιν δ; σινχε α ηιγηερ τεµπτατιον το δεϖιατε φροµ
(Χ;Χ) µακεσ ιτ ηαρδερ το συσταιν τρανσφερσ ον τηε εθυιλιβριυµ πατη. Στρονγ περφεχ−
τιον ρεθυιρεσ τηατ πλαψερ ϕ δοεσ νοτ ωαντ το ρενεγοτιατε τηε πυνισηµεντ οφ πλαψερ ι
ατ πλαψ σταγε το ανψ οτηερ συβγαµε περφεχτ χοντινυατιον εθυιλιβριυµ. Ιν παρτιχυλαρ,
πλαψερ ϕ µυστ νοτ ηαϖε ανψ ινχεντιϖε το ρενεγοτιατε το α χοντινυατιον εθυιλιβριυµ
ωηερε (Χ;Χ) ισ πλαψεδ ανδ πει ισ παιδ ιν εϖερψ περιοδ ον τηε εθυιλιβριυµ πατη.
Τηατ χονδιτιον σιµπλιεσ το δ  2: Τηισ εξαµπλε χαυτιονσ υσ το νοτ χονσιδερ
στρονγ περφεχτιον ασ α νεχεσσαρψ ρεθυιρεµεντ φορ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ, σινχε
στρονγ περφεχτιον αλλοωσ φορ ρενεγοτιατιονσ το χοντινυατιον εθυιλιβρια τηατ αρε νοτ
ρενεγοτιατιον−προοφ τηεµσελϖεσ. Τηε χονχεπτσ οφ ωεακ ανδ στρονγ ρενεγοτιατιον−
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προοφνεσσ αναλψζεδ ιν τηε νεξτ σεχτιον αρε ονε ωαψ το σολϖε τηισ προβλεµ.
Φορ α χοµπλετε χηαραχτεριζατιον οφ στρονγ περφεχτ εθυιλιβρια, ονε χαν υσε Λεµµα
2 το γετ τηε παραµετερ ρανγεσ φορ ωηιχη (Χ;Χ), (∆;Χ), ανδ (Χ;∆); ρεσπεχτιϖελψ,
αρε αδµισσιβλε. Ιτ ισ χλεαρ τηατ πυνισηµεντ προλεσ ιν α στρονγ περφεχτ εθυιλιβριυµ
µυστ βε (∆;∆) ιφ Σ < 0 ανδ (Χ;∆) ρεσπεχτιϖελψ (∆;Χ) ιφ Σ > 0. Ιφ (Χ;Χ)
ισ αδµισσιβλε, Χορολλαρψ 2 ιµπλιεσ τηατ στρονγ περφεχτ εθυιλιβρια εξιστ ιφ ανδ ονλψ
ιφ δ  2   µαξ(Σ; 0): Φορ τηε χασε τηατ (Χ;∆) ανδ (∆;Χ) αρε αδµισσιβλε βυτ
νοτ (Χ;Χ), ονε νδσ τηατ τηερε αλωαψσ εξιστ στρονγ περφεχτ χοντραχτσ τηατ πλαψ
(Χ;∆) ορ (∆;Χ) ον τηε εθυιλιβριυµ πατη. Ιφ ονλψ (∆;∆) ισ αδµισσιβλε, τηε ιννιτε
ρεπετιτιον οφ τηε σταγε γαµε εθυιλιβριυµ ισ τριϖιαλλψ στρονγ περφεχτ.
5 Ωεακ ανδ Στρονγ Ρενεγοτιατιον−Προοφνεσσ
5.1 ∆ενιτιονσ ανδ Μαιν Ρεσυλτσ
Στρονγ περφεχτιον ισ α ϖερψ στρονγ χριτεριον; ιν α στρονγ περφεχτ εθυιλιβριυµ εϖερψ
χοντινυατιον παψο⁄ µυστ συρϖιϖε χοµπαρισον το αλλ συβγαµε περφεχτ εθυιλιβρια,
ινχλυδινγ τηοσε τηατ αρε νοτ ρενεγοτιατιον−προοφ τηεµσελϖεσ. Ιν τηισ σεχτιον, ωε
αναλψζε τωο χονχεπτσ τηατ ονλψ χονσιδερ ρενεγοτιατιον το χοντινυατιον εθυιλιβρια
τηατ αρε ρενεγοτιατιον−προοφ τηεµσελϖεσ, ναµελψ ωεακ ανδ στρονγ ρενεγοτιατιον−
προοφνεσσ δενεδ βψ Φαρελλ ανδΜασκιν (1989). Αν εθυιλιβριυµ ισ ωεακλψ ρενεγοτιατιον−
προοφ ιφ νονε οφ ιτσ οων χοντινυατιον εθυιλιβρια ισ στριχτλψ Παρετο δοµινατεδ βψ αν−
οτηερ χοντινυατιον εθυιλιβριυµ. Στρονγ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ ρεθυιρεσ σταβιλιτψ
αγαινστ ρενεγοτιατιον το ανψ ωεακλψ ρενεγοτιατιον−προοφ χοντινυατιον εθυιλιβριυµ.
Τηε φορµαλ δενιτιονσ, αλλοωινγ φορ ρενεγοτιατιον ωιτηιν α περιοδ, αρε ασ φολλοωσ:
∆ενιτιον 5 Α ΣΓΠ εθυιλιβριυµ  ισ ωεακλψ ρενεγοτιατιον−προοφ (ΩΡΠ), ιφ φορ
νο σταγε κ τηερε αρε τωο χοντινυατιον παψο⁄σ υ; υ0 2 Υκ() συχη τηατ υ ισ στριχτλψ
Παρετο−δοµινατεδ βψ υ0.
ΩΡΠ εθυιλιβρια αλωαψσ εξιστ βυτ τηε χονχεπτ οφτεν δοεσ νοτ ηαϖε µυχη ρεστριχτ−
ινγ ποωερ. Φορ εξαµπλε, ιτ ισ αλωαψσ α ΩΡΠ εθυιλιβριυµ το πλαψ ιν εϖερψ περιοδ
τηε σαµε Ναση εθυιλιβριυµ οφ τηε σταγε γαµε ανδ το νεϖερ χονδυχτ ανψ παψµεντσ.
Λετ ΩΡΠ δενοτε τηε σετ οφ ΩΡΠ εθυιλιβρια ανδ Υ
κ
ΩΡΠ =
[
 2ΩΡΠ
Υκ() τηε
σετ οφ αλλ ΩΡΠ (χοντινυατιον−)παψο⁄σ οφ σταγε κ.
20
∆ενιτιον 6 Α ΩΡΠ εθυιλιβριυµ  ισ στρονγλψ ρενεγοτιατιον−προοφ (ΣΡΠ) ιφ φορ
νο σταγε κ ανδ υ 2 Υκ() τηερε εξιστσ ανοτηερ ωεακλψ ρενεγοτιατιον−προοφ παψο⁄
υ0 2 ΥκΩΡΠ () συχη τηατ υ ισ στριχτλψ Παρετο−δοµινατεδ βψ υ
0.
Ιτ φολλοωσ διρεχτλψ φροµ τηισ δενιτιον τηατ τηε σετ οφ ΣΡΠ παψο⁄σ ισ α συβσετ οφ
τηε Παρετο−φροντιερ οφ αλλ ΩΡΠ παψο⁄σ, βυτ ιν γενεραλ τηε τωο σετσ δο νοτ χοινχιδε.
Ιν φαχτ, φορ ιντερµεδιατε δισχουντ φαχτορσ ΣΡΠ εθυιλιβρια οφτεν δο νοτ εϖεν εξιστ.
Ιν τηε φολλοωινγ, ωε σηοω τηατ στατιοναρψ χοντραχτσ χαν βε υσεδ το χηαραχτεριζε
τηε Παρετο−φροντιερ οφ ΩΡΠ παψο⁄σ ανδ τηε σετ οφ ΣΡΠ παψο⁄σ. Τηε ρεσυλτσ αρε
δεριϖεδ φορ τηε χασε   1
2
; ι.ε. φορ τηε χασε τηατ φυτυρε παψο⁄σ ηαϖε α λαργερ ωειγητ
τηαν πρεσεντ παψο⁄σ. Ωε δισχυσσ τηε χασε  < 1
2
αφτερωαρδσ.
Φορ ουρ χηαραχτεριζατιον οφ τηε Παρετο−φροντιερ οφ ΩΡΠ παψο⁄σ, ωε χαν ρεστριχτ
ουρ αττεντιον το τηε φολλοωινγ ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτσ:
∆ενιτιον 7 Α στατιοναρψ χοντραχτ  ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ισ χαλλεδ
ρεγυλαρ ιφ ιτ ηασ µαξιµαλ νεσ, ανδ φορ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2; Γ(αε)  Γ(αι), ανδ
ειτηερ χι(α
ι) < χι(α
ε) ορ αι = αε.
Λεµµα 3 Α ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ εθυι−
λιβριυµ παψο⁄σ υε ισ ΩΡΠ ιφ ανδ ονλψ ιφ φορ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2
(1  )Γ(αι) + Γ(αε)  χι(α
ι)  υεϕ (11)
Λεµµα 3 στατεσ τηατ φορ ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτσ, ωεακ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ
ισ εθυιϖαλεντ το τηε χονδιτιον τηατ τηε χοντινυατιον παψο⁄ οφ τηε πυνισηινγ πλαψερ
ϕ βεφορε πλαψερ ισ πυνισηµεντ ισ νοτ σµαλλερ τηαν πλαψερ ϕσ παψο⁄ ατ τηε πλαψ
σταγε ον τηε εθυιλιβριυµ πατη.
Ιν µανψ εξαµπλεσ, τηε σταγε γαµε ισ σψµµετριχ ανδ ονε ωαντσ το χηεχκ ωεακ
ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ φορ ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτσ τηατ ηαϖε α σψµµετριχ
αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2), ι.ε. αε1 = α
ε
2, α
1
1 = α
2
2 ανδ α
1
2 = α
2
1: Ιν τηισ χασε
ποσιτιϖε εθυιλιβριυµ παψµεντσ πει αρε νοτ νεχεσσαρψ φορ συβγαµε περφεχτιον ορ ωεακ
ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ. Λεµµα 3 τηερεφορε ιµπλιεσ τηατ σοµε ρεγυλαρ στατιοναρψ
χοντραχτσ ωιτη τηατ αχτιον στρυχτυρε αρε ΩΡΠ ιφ ανδ ονλψ ιφ
(1  )Γ(α1)  χ1(α
1)  (1  2) γ1(α
ε): (12)
Λεµµα 4 δεαλσ ωιτη τηε γενεραλ χασε.
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Λεµµα 4 Ιφ τηε σετ οφ ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτσ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2)
ισ νον−εµπτψ, ιτ χονταινσ ΩΡΠ χοντραχτσ ιφ ανδ ονλψ ιφ φορ βοτη πλαψερ ι = 1; 2
(1  )Γ(αι) + Γ(αε)  χι(α
ι)  (1  )χϕ(α
ε) + χϕ(α
ϕ) (ΩΡΠ−ι)
(1  )(Γ(α1) +Γ(α2)) + (2   1)Γ(αε)  χ1(α
1) + χ2(α
2): (ΩΡΠ−ϑοιντ)
Ιφ   1
2
, ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτσ αλλοω υσ το χηαραχτεριζε τηε Παρετο−φροντιερ
οφ ΩΡΠ παψο⁄σ:
Προποσιτιον 4 Λετ   1
2
. Φορ εϖερψ ΩΡΠ εθυιλιβριυµ  τηερε εξιστσ α ρεγυλαρ
ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αν αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) συχη τηατ φορ αλλ
υ 2 Υπλαψ(): Γ(αε)  υ1+υ2, χι(α
ι)  υι ανδ Γ(α
ι)(1  )+ Γ(αε)  χι(α
ι)  υϕ.
Εϖερψ παψο⁄ ον τηε Παρετο φροντιερ Π(ΥπαψΩΡΠ ) χαν βε ιµπλεµεντεδ βψ συχη α ρεγυλαρ
ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ.
Ωε σαψ αν αχτιον προλε βαε ισ ΩΡΠ−οπτιµαλ ιφ Γ(αε)  Υ() φορ αλλ  2 ΩΡΠ
ανδ τηερε εξιστσ α ρεγυλαρ ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ ωηερε βαε ισ πλαψεδ ον τηε εθυι−
λιβριυµ πατη. Λετ υιΣΡΠ δενοτε τηε ινµυµ οφ πλαψερ ισ παψο⁄σ ιν ΣΡΠ εθυιλιβρια,
ιφ συχη εθυιλιβρια εξιστ.
Προποσιτιον 5 Λετ   1
2
: Εϖερψ ΣΡΠ παψο⁄ χαν βε ιµπλεµεντεδ βψ α στατιοναρψ
χοντραχτ ωιτη ΩΡΠ−οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχτιονσ βαε: Τηε σετ οφ ΣΡΠ παψο⁄σ ισ ειτηερ
εµπτψ ορ γιϖεν βψ τηε λινε φροµ (υ1ΣΡΠ ; Γ(βαε)  υ1ΣΡΠ ) το (Γ(βαε)  υ2ΣΡΠ ; υ2ΣΡΠ ):
Προποσιτιον 5 ισ ονλψ ηελπφυλ ιφ ωε κνοω ωηετηερ ΣΡΠ εθυιλιβρια εξιστ ατ αλλ. Ωε
ηαϖε τηε φολλοωινγ συ′χιεντ χονδιτιον φορ αν οπτιµαλ ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ το
βε ΣΡΠ:
Προποσιτιον 6 Λετ   1
2
. Α ρεγυλαρ ΩΡΠ χοντραχτ  ωιτη ΩΡΠ−οπτιµαλ εθυιλιβ−
ριυµ αχτιον βαε ανδ πυνισηµεντ προλεσ α1; α2 ισ ΣΡΠ ιφ τηερε ισ νο ρεγυλαρ ΩΡΠ
στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αν αχτιον στρυχτυρε (∼αε; ∼α1; ∼α2) συχη τηατ φορ ονε πλαψερ
ι 2 φ1; 2γ
Γ(∼αι)(1  ) + Γ(∼αε)  χι(∼α
ι) > Γ(αι)(1  ) + Γ(αε)  χι(α
ι): (13)
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5.2 Ρεµαρκσ ον τηε χασε  < 12
Ιφ  < 1
2
; χονδιτιον (ΩΡΠ−ϑοιντ) ιν Λεµµα 4 ισ ρελαξεδ φορ λοωερ ϕοιντ εθυιλιβριυµ
παψο⁄σ Γ(αε). Τηισ φαχτ ιλλυστρατεσ τηε τωο σιδεδ νατυρε οφ ωεακ ρενεγοτιατιον−
προοφνεσσ: Ωηιλε ονε ωαψ το αϖοιδ ρενεγοτιατιον οφ πυνισηµεντσ ισ το χηοοσε µορε
ε′χιεντ πυνισηµεντσ τηατ γυαραντεε τηε πυνισηερ α ηιγηερ παψο⁄ τηαν ον τηε
εθυιλιβριυµ πατη, τηε οτηερ ωαψ ισ το χηοοσε συ′χιεντλψ ινε′χιεντ εθυιλιβριυµ
πλαψ.
Σινχε τηε οτηερ συβγαµε περφεχτιον ανδ ΩΡΠ χονδιτιονσ ρεθυιρε α συ′χιεντλψ
λαργε ϕοιντ εθυιλιβριυµ παψο⁄ Γ(αε); ιτ µαψ βε οπτιµαλ το ηαϖε α σµαλλ δεγρεε οφ
ινε′χιενχψ τηατ ρεθυιρεσ το αλτερνατε βετωεεν δι⁄ερεντ αχτιον προλεσ. Ωηιλε φορ
  1
2
ουρ ρεσυλτσ ενσυρε τηατ συχη αλτερνατιον ισ νοτ ρεθυιρεδ το αχηιεϖε Παρετο−
οπτιµαλ ΩΡΠ ορ ΣΡΠ παψο⁄σ, τηισ δοεσ νοτ γενεραλλψ ηολδ τρυε φορ  < 1
2
:
Φορ αν εξαµπλε, ασσυµε τηε σταγε γαµε ισ α Πρισονερσ ∆ιλεµµα ωιτη τηε παψο⁄
µατριξ
Χ ∆
Χ (1; 1) (  6
10
; 11
10
)
∆ (11
10
;  6
10
) (0; 0)
:
Α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αε = (Χ;Χ) εξιστσ ωηενεϖερ   1
11
, βυτ ιν α ρεγυλαρ
ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ µυτυαλ χοοπερατιον χαν βε συσταινεδ ιφ ανδ ονλψ ιφ   1
3
,
ωηερε τηισ χριτιχαλ δισχουντ φαχτορ ισ δετερµινεδ βψ χονδιτιον (ΩΡΠ−ϑοιντ). Ιν
φαχτ, ιτ χαν βε σηοων τηατ φορ  < 1
3
τηε ονλψ στατιοναρψ χοντραχτ τηατ ισ ΩΡΠ
ρεπεατσ ιν εϖερψ περιοδ τηε σταγε γαµε εθυιλιβριυµ (∆;∆): Ηοωεϖερ, φορ  = 3
10
τηερε εξιστσ α ΩΡΠ εθυιλιβριυµ τηατ αλτερνατεσ βετωεεν (Χ;Χ) ανδ (∆;Χ) ον τηε
εθυιλιβριυµ πατη.6
6Χονσιδερ τηε πατησ
Θ0 = (π0; (Χ;Χ); π∆Χ ; (∆;Χ); πΧΧ ; (Χ;Χ); π∆Χ ; (∆;Χ); πΧΧ ; :::)
Θιπαψ = (Φ
ι; (Χ;Χ); π∆Χ ; (∆;Χ); πΧΧ ; (Χ;Χ); π∆Χ ; (∆;Χ); πΧΧ ; :::)
Θιπλαψ = (α
ι; πιι; (Χ;Χ); π
∆Χ ; (∆;Χ); πΧΧ ; (Χ;Χ); π∆Χ ; (∆;Χ); πΧΧ ; :::)
ωιτη π0 = π∆Χ = (0:6; 0:6); πΧΧ = (0:823; 0:823), , α1 = (Χ;∆), α2 = (∆;Χ); Φ ι =
1 
1 2
 
1  π∆Χ1 + δ  
2πΧΧ1

ανδ πιι = Φ
ι + γι(α
ι)

: Λετ  βε α σιµπλε στρατεγψ προλε ωηερε
πλαψ φολλοωσ Θ0 ωηενεϖερ τηερε ωασ νο υνιλατεραλ δεϖιατιον ιν τηε παστ ανδ (ρε−)σταρτσ ωιτη Θιπαψ
(Θιπλαψ) διρεχτλψ αφτερ ανψ υνιλατεραλ δεϖιατιον οφ πλαψερ ι ιν πλαψ (παψ) σταγε. Ιτ χαν βε εασιλψ
χηεχκεδ τηατ  χονστιτυτεσ α ΩΡΠ εθυιλιβριυµ φορ  = 310 :
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Αν αλτερνατιϖε ποσσιβιλιτψ το ρελαξ τηε ΩΡΠ χονδιτιονσ ισ το εξτενδ τηε γαµε
ανδ στατιοναρψ χοντραχτσ βψ αλλοωινγ πλαψερσ το βυρν µονεψ ιν παψµεντ σταγεσ.
Σκιππινγ ανψ δεταιλσ, ωε σιµπλψ νοτε τηατ φορ  = 3
10
τηερε ωουλδ τηεν εξιστ α ΩΡΠ
στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αε = (Χ;Χ) ωηερε εαχη πλαψερ βυρνσ 5
12
υνιτσ οφ µονεψ ιν
εϖερψ περιοδ ον τηε εθυιλιβριυµ πατη. Σινχε α ρεθυιρεµεντ το βυρν µονεψ σεεµσ
ατ οδδσ ωιτη ανψ ιντυιτιϖε ιδεα οφ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ, ωε αβσταιν φροµ τηε
αττεµπτ το υσε στατιοναρψ χοντραχτσ ωιτη µονεψ βυρνινγ φορ α χηαραχτεριζατιον οφ
οπτιµαλ ΩΡΠ ανδ ΣΡΠ παψο⁄σ φορ  < 1
2
:
Ιν µανψ εξαµπλεσ, τηε χηαραχτεριζατιον οφ Σεχτιον 5.1. εξτενδσ αλσο το τηε χασε
 < 1
2
: Ηερε αρε τωο ηελπφυλ συ′χιεντ χονδιτιονσ.
Προποσιτιον 7 Λετ  < 1
2
: Ιφ αλλ αχτιον στρυχτυρεσ (αε; α1; α2) 2 Α3 τηατ σατισφψ φορ
ι = 1; 2 χονδιτιονσ (ΣΓΠ−αε), (ΣΓΠ−αε); (ΩΡΠ−ι), ανδ Γ(αε) > Γ(αι) αλσο σατισφψ
χονδιτιον (ΩΡΠ−ϑοιντ), τηεν τηε ρεσυλτσ ιν Προποσιτιονσ 4, 5, 6 αλσο αππλψ φορ :
Προποσιτιον 8 Τηερε δοεσ νοτ εξιστ α ΩΡΠ εθυιλιβριυµ ωιτη α ϕοιντ εθυιλιβριυµ
παψο⁄ οφ Υ ορ ηιγηερ φορ ανψ  < 1
2
, ιφ τηερε εξιστσ νο αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2)
ωιτη Γ(αε)  Υ τηατ φυλλλσ χονδιτιονσ (ΣΓΠ−αε), (ΣΓΠ−αι); (ΩΡΠ−ι) ανδ (ΩΡΠ−
ϑοιντ) φορ σοµε  < 1
2
.
5.3 Εξαµπλε: Αβρευσ σιµπλε Χουρνοτ Γαµε
Φορ α ρστ εξαµπλε φορΩΡΠ ανδ ΣΡΠ εθυιλιβρια, ρεχαλλ Αβρευσ Χουρνοτ γαµε φροµ
Σεχτιον 3:3. Υσινγ Προποσιτιον 7, ωε νδ τηατ τηε ρεσυλτσ οφ Προποσιτιον 4, 5 ανδ 6
ηολδ φορ αλλ δισχουντ φαχτορσ   0: Ρεχαλλ τηατ χολλυσιϖε ουτχοµεσ υνδερ συβγαµε
περφεχτιον αρε συσταινεδ φορ τηε λαργεστ σετ οφ δισχουντ φαχτορσ ιφ α1 = (Μ;Η) ανδ
α2 = (Η;Μ) αρε υσεδ ασ πυνισηµεντ. Ηοωεϖερ, ιφ ωεακ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ ισ
ρεθυιρεδ, τηε µορε ε′χιεντ πυνισηµεντσ α1 = (Λ;Η) ανδ α2 = (Η;Λ) χαν συσταιν
χολλυσιϖε πλαψ φορ α λαργερ ρανγε οφ δισχουντ φαχτορσ. Υσινγ τηισ πυνισηµεντ, τηε
οπτιµαλ ρεγυλαρ ΩΡΠ εθυιλιβριυµ ηαϖε τηε χολλυσιϖε εθυιλιβριυµ πλαψ αε = (Λ;Λ)
φορ αλλ   1
3
ανδ τηε παρτιαλ χολλυσιϖε εθυιλιβριυµ πλαψ οφ αε = (Μ;Λ) φορ αλλ
 2 [ 4
13
; 1
3
): Φορ  < 4
13
; τηε ονλψ ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ πρεσχριβεσ αν ιννιτε
ρεπετιτιον οφ τηε Ναση εθυιλιβριυµ οφ τηε σταγε γαµε. Υσινγ Προποσιτιον 6 ωε νδ
τηατ τηεσε ρεγυλαρ ΩΡΠ εθυιλιβρια αρε αλσο ΣΡΠ ιν τηε χορρεσπονδινγ ρανγε οφ
δισχουντ φαχτορσ. Ιν χοντραστ, στατιοναρψ χοντραχτσ ωιτη πυνισηµεντσ α1 = (Μ;Η)
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ανδ α2 = (Η;Μ) αρε νεϖερ ΣΡΠ.7
Ηενχε, ωε νδ τηατ ΩΡΠ ανδ ΣΡΠ ρεστριχτ τηε σετ οφ ποσσιβλε πυνισηµεντ
προλεσ, ανδ φορ  2 [1
4
; 4
13
) αλσο ρεδυχε τηε µαξιµαλ αχηιεϖαβλε εθυιλιβριυµ παψο⁄σ.
5.4 Εξαµπλε: Πρισονερσ ∆ιλεµµα
Φιρστ χονσιδερ τηε χασε Σ  0: Υσινγ τηε ρεσυλτσ οφ Σεχτιον 5.1, ωε νδ τηατ ΣΡΠ
εθυιλιβρια αλωαψσ εξιστ ανδ τηατ αλλ οφ τηεµ υσε τηε πυνισηµεντ προλεσ α1 = α2 =
(∆;∆). Φορ τηε ιµπλεµεντατιον οφ χοοπερατιϖε εθυιλιβριυµ πλαψ αε = (Χ;Χ);ΩΡΠ
ανδ ΣΡΠ τιγητεν τηε οριγιναλ συβγαµε περφεχτιον χονδιτιον το   µαξφ1
2
; δ 1
δ
γ;
φορ σµαλλερ δισχουντ φαχτορσ νο εθυιλιβριυµ ισ ΩΡΠ ορ ΣΡΠ οτηερ τηαν αν ιννιτε
ρεπετιτιον οφ τηε σταγε γαµε εθυιλιβριυµ.
Ασσυµε Σ > 0. Ιφ   µινφδ Σ
δ
; δ 1
δ
γ ονλψ τηε Ναση εθυιλιβριυµ οφ τηε σταγε
γαµε βε συσταινεδ ασ α συβγαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ, ωηιχη τηεν τριϖιαλλψ ισ ΣΡΠ.
Οτηερωισε τηε ρεσυλτσ οφ Σεχτιον 5.1 αλλοω υσ το χηαραχτεριζε ΣΡΠ εθυιλιβρια ονλψ
φορ τηε χασε   1 Σ
2 Σ
: ΣΡΠ εθυιλιβρια τηεν αλωαψσ εξιστ, α ΣΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ
µυστ πυνιση ωιτη α1 = (Χ;∆) ανδ α2 = (∆;Χ) ανδ ηασ οπτιµαλ εθυιλιβριυµ
αχτιονσ αε ασ χηαραχτεριζεδ ιν Σεχτιον 3:4.
5.5 Εξαµπλε: Βερτρανδ χοµπετιτιον ωιτη σψµµετριχ χοστσ
Ωε νοω ινϖεστιγατε τηε χασε οφ α Βερτρανδ δυοπολψ ωιτη σιδε παψµεντσ. Το ηαϖε
α χοµπαχτ στρατεγψ σπαχε ανδ ωελλ δενεδ χηεατινγ παψο⁄σ, ωε ασσυµε τηατ πριχεσ
αι αρε χηοσεν φροµ α νιτε γριδΜ = φµ∀γ
µ
µ=0; ωηερε ∀ > 0 µεασυρεσ τηε γριδ σιζε
ανδ µ ισ α συ′χιεντλψ λαργε υππερ βουνδ. Φιρµ ισ προτσ αρε γιϖεν βψ
γι(α) =
8><
>:
(αι   κ)∆(αι) ιφ αι < αϕ
(αι   κ)
∆(αι)
2
ιφ αι = αϕ
0 ιφ αι > αϕ
;
ωηερε ∆(:) ισ α ωεακλψ δεχρεασινγ, νον−νεγατιϖε µαρκετ δεµανδ φυνχτιον ανδ κ 2
Μ δενοτεσ τηε χονσταντ µαργιναλ χοστσ τηατ αρε ιδεντιχαλ φορ βοτη ρµσ. Χλεαρλψ,
µαργιναλ χοστ πριχινγ ισ αν οπτιµαλ πυνισηµεντ φορ βοτη ρµσ. Φυρτηερµορε, ιν
εϖερψ στατιοναρψ χοντραχτ τηατ ψιελδσ αν εθυιλιβριυµ πριχε βετωεεν µαργιναλ χοστ
7ΑΩΡΠ εθυιλιβριυµ ωιτη αχτιον στρυχτυρε ((Λ;Λ); (Λ;Μ); (Μ;Λ)) εξιστσ ιφ ανδ ονλψ ιφ   919
ανδ ωιτη αχτιον στρυχτυρε ((Μ;Λ); (Λ;Μ); (Μ;Λ)) ιφ ανδ ονλψ ιφ   12 :
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ανδ τηε µονοπολψ πριχε, ιτ ηολδσ τρυε τηατ χι(α
ε) = Γ(αε)   ι(∀), ωηερε  ι(∀) ισ
σοµε νον−νεγατιϖε φυνχτιον τηατ χονϖεργεσ το 0 ασ ∀! 0:8
Φορ τηε λιµιτ ∀! 0; χονδιτιον (ΣΓΠ−αε) ιµπλιεσ τηατ ανψ συχη χολλυσιϖε πριχε ισ
συσταιναβλε ιφ ανδ ονλψ ιφ   1
2
: (Νοτε τηατ ιτ δοεσ νοτ µαττερ ωηετηερ βοτη ρµσ
συππλψ τηε µαρκετ εθυαλλψ ορ ονλψ ονε ρµ συππλιεσ τηε µαρκετ ανδ χοµπενσατεσ
τηε οτηερ ρµ.).
Α δισχουντ φαχτορ οφ 1
2
ισ αλσο τηε µινιµαλ δισχουντ φαχτορ το συσταιν χολλυσιϖε
πριχεσ ασ α συβγαµε περφεχτ εθυιλιβριυµ ιν α Βερτρανδ δυοπολψ ωιτηουτ σιδε παψ−
µεντσ, ι.ε. ιφ ονλψ συβγαµε περφεχτιον ισ χονσιδερεδ τηισ ρεσυλτ µαψ συγγεστ τηατ
σιδε−παψµεντσ δο νοτ φαχιλιτατε χολλυσιον. Ηοωεϖερ, Λεµµα 4 ιµπλιεσ τηατ φορ αλλ
  1
2
τηεσε χολλυσιϖε πριχεσ χαν αλσο βε συσταινεδ βψ α ωεακλψ ρενεγοτιατιον−προοφ
στατιοναρψ χοντραχτ. Μορεοϖερ, υσινγ Προποσιτιον 6, ονε χαν εσταβλιση τηατ τηε
µονοπολψ πριχε χαν βε συσταινεδ εϖεν βψ α στρονγλψ ρενεγοτιατιον−προοφ στατιον−
αρψ χοντραχτ τηατ υσεσ µαξιµαλ νεσ ανδ µαργιναλ χοστ πριχινγ ασ πυνισηµεντ.9
Φορ α Βερτρανδ δυοπολψ ωιτηουτ σιδε παψµεντσ, Φαρελλ ανδ Μασκιν (1989) εσ−
ταβλιση τηατ ονλψ µαργιναλ χοστ πριχινγ χαν βε συσταινεδ ιν α ΩΡΠ εθυιλιβριυµ ιν
πυρε στρατεγιεσ. Βασεδ ον τηισ ρεσυλτ, τηε ωελλ−κνοων αρτιχλε οφ ΜχΧυτχηεον (1997)
αργυεσ τηατ σµαλλ νεσ ον µεετινγσ ωηερε πριχεσ αρε δισχυσσεδ χαν φαχιλιτατε χολλυ−
σιον, σινχε ρενεγοτιατιον βεχοµεσ ηαρδερ. Αλτηουγη φορ ϖερψ λαργε δισχουντ φαχτορσ,
χολλυσιϖε ουτχοµεσ χαν βε συσταινεδ ασ α ΩΡΠ εθυιλιβριυµ ιφ ονε αλλοωσ φορ µιξεδ
στρατεγιεσ (Φαρελλ ανδ Μασκιν, 1989) ορ ιφ πριχεσ µυστ βε χηοοσεν φροµ α συ′χιεντλψ
χοαρσε γριδ (Ανδερσσον ανδ Ωενγστρµ, 2007), τηε ποσσιβιλιτψ φορ ρενεγοτιατιον−
προοφ χολλυσιον φορ ιντερµεδιατε δισχουντ φαχτορσ ισ γενεραλλψ ρεδυχεδ ιφ ΩΡΠ ισ
ρεθυιρεδ. Ουρ εξαµπλε σηοωσ τηατ ωιτη σιδε παψµεντσ, νειτηερ ωεακ ορ στρονγ
ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ ρεστριχτσ τηε σετ οφ δισχουντ φαχτορσ φορ ωηιχη περφεχτ χολ−
λυσιον ισ ποσσιβλε. Τηυσ, ωηιλε τηε ε⁄εχτ οφ µεετινγσ ιν σµοκε λλεδ ροοµσ ον
χολλυσιον µαψ βε αµβιγυουσ, τηισ ρεσυλτσ µακε χλεαρ τηατ χολλυσιον ισ φαχιλιτατεδ ιφ
παρτιχιπαντσ οφ συχη µεετινγσ χαν εασιλψ σωαπ βριεφχασεσ λλεδ ωιτη χαση.
8Ονε µαψ ωαντ το νεγλεχτ  ι(∀) ανδ σιµπλψ αππροξιµατε χι(α
ε)  Γ(αε): Τηισ ωουλδ βε
ηαρµλεσσ ασ λονγ ασ ονε στυδιεσ συβγαµε περφεχτιον, ωεακ ορ στρονγ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ.
Ηοωεϖερ, ωιτη τηισ αππροξιµατιον Χορολλαρψ 2 ωουλδ συγγεστ τηατ εϖερψ συβγαµε περφεχτ παψο⁄
χαν βε αχηιεϖεδ βψ α στρονγλψ περφεχτ στατιοναρψ χοντραχτ, ωηιχη ισ νοτ τηε χασε.
9Το σεε τηισ, νοτε τηατ φορ   12 ανδ συ′χιεντλψ σµαλλ ∀ τηε εξπρεσσιον (1  )Γ(∼α
ι)  χι(∼α
ι)
ισ νον−ποσιτιϖε φορ αλλ ∼αι 2 Α; ανδ φορ µαργιναλ χοστ πριχινγ τηισ εξπρεσσιον ισ ζερο. Ηενχε τηερε
χαν εξιστ νο ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ ωηερε τηε λεφτ ηανδ σιδε οφ τηε χονδιτιον ιν Προποσιτιον
6 ισ στριχτλψ βιγγερ τηαν τηε ριγητ ηανδ σιδε.
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5.6 Εξαµπλε: Βερτρανδ χοµπετιτιον ωιτη ασψµµετριχ χοστσ
Μικλοσ−Τηαλ (2008) σηοωσ τηατ χοστ ασψµµετριεσ φαχιλιτατε τηε εξιστενχε οφ χολλυσιϖε
συβγαµε περφεχτ εθυιλιβρια ιν ρεπεατεδ Βερτρανδ χοµπετιτιον ιφ σιδε παψµεντσ αρε
ποσσιβλε. Ωε υσε ουρ γενεραλ χηαραχτεριζατιον το ρεπλιχατε ηερ ρεσυλτσ φορ α Βερτρανδ
δυοπολψ ανδ τηεν σηοω τηατ ωεακ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ δοεσ νοτ ρεστριχτ τηε σετ
οφ εθυιλιβριυµ παψο⁄σ.
Τηερε αρε τωο ρµσ ι = 1; 2 ωιτη χονσταντ µαργιναλ χοστ κ1 ανδ κ2 ωιτη κ1 < κ2:
Ωε ωιλλ χηαραχτεριζε οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ ανδ ΩΡΠ χοντραχτσ φορ τηε γαµε
χονσιδερινγ τηε λιµιτ οφ χοντινυουσ παψµεντσ ∀! 0:
Λετ 1(α1) = (α1 κ1)∆(α1) δενοτε ρµ ισ προτσ ιφ ιτ σερϖεσ τηε ωηολε µαρκετ
ατ α πριχε α1. Ασ πυνισηµεντ προλεσ ωε χηοοσε α
ι = (κι; κι+ ∀), ωηιχη γυαραντεεσ
α χηεατινγ παψο⁄ οφ χι(α
ι)  0 το τηε πυνισηεδ ρµ. Ιν τηε πυνισηµεντ οφ ρµ
2, ρµ 1 ιτ γετσ α ποσιτιϖε προτ οφ 1(κ2); ωηιλε ρµ 2 µακεσ ζερο προτσ ιν τηε
πυνισηµεντ οφ ρµ 1.
Ιτ φολλοωσ φροµ χονδιτιον (ΣΓΠ−αε) τηατ χολλυσιον ισ εασιεστ το συσταιν ιφ τηε λοω
χοστ ρµ 1 συππλιεσ τηε ωηολε µαρκετ ανδ χοµπενσατεσ τηε ηιγη χοστ ρµ 2 ωιτη
σιδε−παψµεντσ.10 Ωε χονσιδερ εθυιλιβριυµ αχτιον προλεσ αε = (αε1; α
ε
1+∀) ωηερε α
ε
1
ισ α πριχε αβοϖε ρµ 1σ µαργιναλ χοστ ανδ ωεακλψ βελοω ρµ 1σ µονοπολψ πριχε.
Φορ σµαλλ ∀; χορρεσπονδινγ χηεατινγ παψο⁄σ φορ ρµ 1 ανδ 2 αρε χ1(α
ε) = 1(α
ε
1)
ανδ χ2(α
ε)  (αε1)1(α
ε
1) ωηερε (α
ε
1) 
αε
1
 κ2
αε
1
 κ1
ισ τηε ρατιο οφ ρµ 2σ µαρκυπ το
ρµ 1σ µαρκυπ. Χονδιτιον (ΣΓΠ−αε) τηυσ ιµπλιεσ τηατ αν εθυιλιβριυµ πριχε αε1 ισ
συσταιναβλε ιφ ανδ ονλψ ιφ
 
(αε1)
1 + (αε1)
: (14)
Σινχε (αε1) < 1; χοστ ασψµµετριεσ ινδεεδ φαχιλιτατε χολλυσιον. Μορεοϖερ, σινχε 
ισ χοντινυουσ ανδ (κ2) = 0 σοµε χολλυσιϖε µαρκυπ αβοϖε κ2 χαν βε συσταινεδ φορ
εϖερψ δισχουντ φαχτορ  > 0:
Συχη χοντραχτσ αρε αλσο αλωαψσ ωεακλψ ρενεγοτιατιον−προοφ. Τηε ΩΡΠ χονδιτιον
(ΩΡΠ−ι) φορ ρµ 1 τυρνσ ουτ το βε διρεχτλψ εθυιϖαλεντ το τηε συβγαµε περφεχτιον
χονδιτιον (14). Χονδιτιον (ΩΡΠ−ϑοιντ) ανδ χονδιτιον (ΩΡΠ−ι) φορ ρµ 2 χοινχιδε
ανδ βεχοµε
 
1(α
ε
1)  1(κ2)
21 (αε1)  1(κ2)
: (15)
10ϑοιντ παψο⁄σ Γ αρε µαξιµιζεδ ιφ ρµ 1 χονδυχτσ τηε ωηολε προδυχτιον. Σινχε χηεατινγ
παψο⁄σ ρεσυλτ φροµ µαργιναλλψ υνδερχυττινγ τηε εθυιλιβριυµ πριχε, τηεψ δο νοτ δεπενδ ον ωηο
σερϖεσ τηε µαρκετ (ατ λεαστ ιν τηε λιµιτ οφ χοντινουσ πριχεσ ∀! 0).
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Φορ α χοµπλετελψ ινελαστιχ δεµανδ φυνχτιον ∆(:), χονδιτιον (15) ισ ιδεντιχαλ το τηε
συβγαµε περφεχτιον χονδιτιον (14) ανδ σινχε ∆(:) ισ ωεακλψ δεχρεασινγ, χονδιτιον
(15) ισ ωεακερ τηαν χονδιτιον (14).
6 Συµµαρψ
Ωε ηαϖε σηοων τηατ Παρετο οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ παψο⁄σ ανδ ρενεγοτιατιον−
προοφ παψο⁄σ χαν γενεραλλψ βε φουνδ βψ ρεστριχτινγ αττεντιον το α σιµπλε χλασσ οφ
στατιοναρψ χοντραχτσ. Τηεσε στατιοναρψ χοντραχτσ πρεσχριβε πλαψ οφ τηε σαµε αχτιον
προλε ιν εϖερψ περιοδ ον τηε εθυιλιβριυµ πατη, ανδ πυνισηµεντσ νεϖερ λαστ λονγερ
τηαν ονε περιοδ, αφτερ ωηιχη εθυιλιβριυµ πλαψ ρεσυµεσ. Ωηιλε ιτ ισ νοτ συρπρισινγ
τηατ ονε χαν ρεστριχτ αττεντιον το εθυιλιβρια ωιτη α στατιοναρψ στρυχτυρε, τηε ρστ
παρτ οφ ουρ παπερ χοντριβυτεσ το τηε εξιστινγ λιτερατυρε βψ εσταβλισηινγ σιµπλε
χονδιτιονσ τηατ αλλοω αν εασψ χηαραχτεριζατιον οφ Παρετο−οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ
εθυιλιβρια ωιτη οπτιµαλ πεναλ χοδεσ φορ γενεραλ τωο πλαψερ σταγε γαµεσ ανδ σιδε
παψµεντσ.
Ιν τηε σεχονδ παρτ οφ τηε παπερ, ωε χοµπαρεδ ανδ χηαραχτεριζεδ δι⁄ερεντ χον−
χεπτσ οφ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ φορ ιντερµεδιατε δισχουντ φαχτορσ. Φιρστ ωε εσ−
ταβλισηεδ τηατ ιφ ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ χαν τακε πλαχε ονλψ βεφορε τηε παψµεντ
σταγε, εϖερψ Παρετο οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ παψο⁄ χαν αλωαψσ βε ιµπλεµεντεδ
ιν α ρενεγοτιατιον−προοφ ωαψ. Τηεν ωε ασσυµεδ ρενεγοτιατιον ισ ποσσιβλε ατ αλλ
σταγεσ, ανδ υσεδ στατιοναρψ χοντραχτσ το χηαραχτεριζε στρονγ περφεχτ παψο⁄σ. Ωε
δεριϖεδ σιµπλψ χονδιτιονσ το χηεχκ φορ τηε εξιστενχε οφ στρονγ περφεχτ εθυιλιβ−
ρια. Αφτερωαρδσ, ωε ινϖεστιγατεδ τηε λεσσ ρεστριχτιϖε χονχεπτσ οφ ωεακ ανδ στρονγ
ρενεγοτιατιον−προοφνεσσ. Ωηιλε ιν µανψ εξαµπλεσ, Παρετο−οπτιµαλ συβγαµε περ−
φεχτ παψο⁄σ χαν βε ιµπλεµεντεδ ασ ΩΡΠ ορ εϖεν ΣΡΠ εθυιλιβρια, τηισ ισ νοτ αλωαψσ
τηε χασε: Παρετο−οπτιµαλ συβγαµε περφεχτ εθυιλιβρια τηατ ρελψ ον ϖερψ ινε′χιεντ
πυνισηµεντσ χαν φαιλ το βε ρενεγοτιατιον−προοφ. Ιν γενεραλ, οπτιµαλ ΩΡΠ εθυιλιβ−
ρια µαψ ρεθυιρε α νε−τυνεδ δεγρεε οφ ινε′χιενχψ ον τηε εθυιλιβριυµ πατη τηατ χαν
βε αχηιεϖεδ βψ αλτερνατινγ βετωεεν δι⁄ερεντ αχτιον προλεσ, ορ βψ βυρνινγ µονεψ
ον τηε εθυιλιβριυµ πατη. Ιφ   1
2
ορ ανοτηερ συ′χιεντ χονδιτιον ηολδσ, ωε ηαϖε
σηοων τηατ συχη χοντραχτυαλ φεατυρεσ ωιλλ νεϖερ βε νεχεσσαρψ το αχηιεϖε οπτιµαλ
ΩΡΠ ορ ΣΡΠ παψο⁄σ.
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Αππενδιξ: Προοφσ
Λεµµα 1: Τηερε εξιστσ α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ιφ
ανδ ονλψ ιφ
Γ(αε)  (1  )(χ1(α
ε) + χ2(α
ε)) + (χ1(α
1) + χ2(α
2)) (ΣΓΠ−αε)
ανδ φορ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2
(1  )Γ(αι) + Γ(αε)  χι(α
ι)  (1  )χϕ(α
ι) + χϕ(α
ϕ): (ΣΓΠ−αι)
Προοφ οφ Λεµµα 1: Ωε αρε ιντερεστεδ ιν νδινγ χονδιτιονσ ον αε; α1; α2 τηατ
µακε ιτ ποσσιβλε το δενε τηε εθυιλιβριυµ τρανσφερ πε ανδ νεσ Φ 1 ανδ Φ 2 συχη
τηατ χονδιτιονσ (6), (4), (5) φορ συβγαµε περφεχτιον αρε φυλλλεδ. Νοτε τηατ τηερε
αρε τηρεε χονδιτιονσ τηατ βουνδ υιι, ι = 1; 2 φροµ αβοϖε βυτ ονλψ χονδιτιον (4)
τηατ βουνδσ ιτ φροµ βελοω. Τηερεφορε, τηεσε χονδιτιονσ ηολδ φορ σοµε υιι ιφ ανδ
ονλψ ιφ τηεψ ηολδ φορ τηε λοωεστ ποσσιβλε πυνισηµεντ παψο⁄σ υιι = χι(α
ι); ωηιχη αρε
αχηιεϖεδ βψ µαξιµαλ νεσ.
Εθυιλιβριυµ τρανσφερ πε τηεν ονλψ αππεαρ ιν τηε χονδιτιονσ (6):
γι(α
ε)  πει  χι(α
ε)(1  ) + χι(α
ι) φορ ι 2 φ1; 2γ
Χηοοσινγ πε1 = γ1(α
ε)   χ1(α
ε)(1   )   χ1(α
1) τηεσε χονδιτιονσ βινδ εξαχτλψ
φορ πλαψερ 1 ανδ τηε χονδιτιον φορ πλαψερ 2 βεχοµεσ χονδιτιον (ΣΓΠ−αε):
Προποσιτιον 1: Αν οπτιµαλ αχτιον προλε αε ανδ στρονγεστ πυνισηµεντσ α1; α2
αλωαψσ εξιστ. Τηε Παρετο−φροντιερ οφ συβγαµε περφεχτ παψο⁄σ ισ λινεαρ ανδ χαν βε
ιµπλεµεντεδ βψ στατιοναρψ χοντραχτσ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ µαξιµαλ
νεσ.
Προοφ οφ Προποσιτιον 1: Χονσιδερ τηρεε σεθυενχεσ οφ συβγαµε περφεχτ εθυιλιβρια
(ε(ν); 1(ν); 2(ν))ν2Ν ωιτη Υ(
ε(ν))! ΥΣΓΠ ανδ υι(
ι(ν))! υιΣΓΠ . Λετ α
ι(ν)
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βε τηε ρστ αχτιον προλε ον τηε εθυιλιβριυµ πατη οφ ι(ν) φορ ι 2 φε; 1; 2γ. Τηεν
αι(ν) ισ α σεθυενχε ιν τηε χοµπαχτ σετ Α, ανδ ασ συχη µυστ ηαϖε χονϖεργεντ συβσε−
θυενχεσ ωιτη λιµιτσ ιν Α. Ωε ασσυµε ω.λ.ο.γ. τηατ τηεσε χονϖεργεντ συβσεθυενχεσ
αρε αλρεαδψ γιϖεν βψ αι(ν) ανδ δενοτε τηειρ λιµιτσ βψ αε; α1 ανδ α2; ρεσπεχτιϖελψ. Ιν
τηε φολλοωινγ ωε υσε τηε προπερτιεσ οφ ε(ν); 1(ν); 2(ν) το µακε ινφερενχεσ αβουτ
αε; α1 ανδ α2. Φιρστ, ιφ ωε δεχοµποσε ε(ν) ιντο χυρρεντ πλαψ ανδ φυτυρε παψο⁄, ωε
ηαϖε τηατ
Υ(ε(ν))  (1  )Γ(αε(ν)) + ΥΣΓΠ : (16)
Σινχε Γ ισ χοντινυουσ, τακινγ τηε λιµιτ ν!1 ψιελδσ
ΥΣΓΠ  Γ(α
ε): (17)
Σεχονδ, συβγαµε περφεχτιον οφ ι(ν) ιµπλιεσ
υι(
ι(ν))  (1  )χι(α
ι(ν)) + υιΣΓΠ : (18)
Σινχε χι ισ χοντινυουσ, τακινγ τηε λιµιτ ν!1 ψιελδσ
υιΣΓΠ  χι(α
ι): (19)
Τηιρδ, συµµινγ υπ τηε συβγαµε περφεχτιον χονδιτιονσ οφ πλαψερσ 1 ανδ 2 φορ ε(ν)
ψιελδσ
ΥΣΓΠ  (1  ) (χ1(α
ε(ν)) + χ2(α
ε(ν))) + (υ1ΣΓΠ + υ
2
ΣΓΠ ): (20)
Ιν τηε λιµιτ, ανδ υσινγ (17) ανδ (19), τηισ βεχοµεσ
Γ(αε)  (1  ) (χ1(α
ε) + χ2(α
ε)) + (χ1(α
1) + χ2(α
2)): (21)
Λαστ, ωε εξπλοιτ τηε συβγαµε περφεχτιον χονδιτιον
υϕ(
ι(ν))  χϕ(α
ι(ν))(1  ) + υϕΣΓΠ (22)
ασ ωελλ ασ
Γ(αι(ν))(1  ) + ΥΣΓΠ  Υ(
ι(ν))
το γετ
Γ(αι(ν))(1  ) + ΥΣΓΠ   υ
ι
ΣΓΠ  χϕ(α
ι(ν))(1  ) + υϕΣΓΠ : (23)
Ιν τηε λιµιτ, ανδ υσινγ (17) ανδ (19), τηισ βεχοµεσ
Γ(αι)(1  ) + Γ(αε)  χι(α
ι)  χϕ(α
ι)(1  ) + χϕ(α
ϕ): (24)
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Εθυατιονσ (21) ανδ (24) τογετηερ ωιτη Λεµµα 1 νοω τελλ υσ τηατ τηερε ισ α στα−
τιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2), ωιτη ϕοιντ παψο⁄ Γ(αε) = ΥΣΓΠ
ανδ πυνισηµεντ παψο⁄σ χι(α
ι) = υιΣΓΠ , ι.ε. α
ε ισ αν οπτιµαλ αχτιον προλε ανδ
αι αρε οπτιµαλ πυνισηµεντσ. Ρεχαλλ φροµ Ρεµαρκ 1 τηατ δι⁄ερεντ υπ−φροντ παψ−
µεντ χαν βε υσεδ το αχηιεϖε αλλ παψο⁄σ ον τηε λινε βετωεεν (χ1(α
1); Γ(αε) χ1(α
1))
ανδ (Γ(αε)   χ2(α
2); χ2(α
2)). Σινχε πλαψερ ι ωιλλ νεϖερ γετ α λοωερ παψο⁄ τηαν
χι(α
ι) = υιΣΓΠ ιν ανψ ΣΓΠ εθυιλιβριυµ, τηισ λινε χονστιτυτεσ τηε Παρετο−φροντιερ οφ
ΣΓΠ παψο⁄φ. 
Προποσιτιον 2: Εϖερψ στρονγ περφεχτ παψο⁄ χαν βε ιµπλεµεντεδ βψ α στατιοναρψ
χοντραχτ ωιτη οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχτιονσ αε: Τηε σετ οφ στρονγ περφεχτ παψο⁄σ ισ
ειτηερ εµπτψ ορ γιϖεν βψ τηε λινε φροµ (υ1ΣΠ ; Γ(α
ε)  υ1ΣΠ ) το (Γ(α
ε)  υ2ΣΠ ; υ
2
ΣΠ ):
Προοφ οφ Προποσιτιον 2: Ασσυµε τηατ α στρονγ περφεχτ εθυιλιβριυµ εξιστσ. Ιτ ισ
εασψ το ϖεριφψ τηατ πλαψερσ λοωεστ στρονγ περφεχτ χοντινυατιον παψο⁄σ βεφορε πλαψ
ανδ παψ σταγε χοινχιδε, ι.ε. υιΣΠ = ινφυ2ΥπλαψΣΠ
υι = ινφυ2ΥπαψΣΠ υι: Φορ βοτη πλαψερ
ι = 1; 2; λετ υι βε α τυπλε ιν τηε χλοσυρε οφ Υ
πλαψ
ΣΠ ωιτη υ
ι
ι = υ
ι
ΣΠ : Σινχε πυνισηµεντσ
ωιτη χοντινυατιον παψο⁄σ υιι µυστ βε αβλε το συσταιν ατ λεαστ ονε οπτιµαλ αχτιον
προλε αε, ιτ µυστ ηολδ τηατ
Γ(αε)  (χ1(α
ε) + χ2(α
ε)) (1  ) + (υ11 + υ
2
2): (25)
Βψ σιµιλαρ στεπσ τηαν ιν τηε προοφ οφ Προποσιτιον 1, ωε νδ τηατ φορ βοτη πλαψερ
ι = 1; 2 τηερε µυστ εξιστ αι 2 Α ωιτη υιι  χι(α
ι) ανδ
Γ(αι)(1  ) + Γ(αε)  υιι  υ
ι
ϕ  χϕ(α
ι)(1  ) + υϕϕ: (26)
Υσινγ σιµιλαρ στεπσ τηαν ιν τηε προοφ οφ Λεµµα 1, ωε νδ τηατ χονδιτιονσ (25)
ανδ (26) ιµπλψ τηατ τηερε µυστ εξιστ α στατιοναρψ χοντραχτ  ωιτη αχτιον στρυχτυρε
(αε; α1; α2) ανδ πυνισηµεντ παψο⁄σ υ11 ανδ υ
2
2. Ιν τηισ στατιοναρψ χοντραχτ, αλλ
χοντινυατιον εθυιλιβρια (ατ παψµεντ ορ πλαψ σταγε) ειτηερ ηαϖε τοταλ παψο⁄ ΥΣΓΠ ,
ορ α χοντινυατιον παψο⁄ οφ υι ωιτη υιι = υ
ι
ι ανδ υ
ι
ϕ  υ
ι
ϕ (τηε λατερ φολλοωσ φροµ
χονδιτιον (26)) Τηυσ  ισ στρονγ περφεχτ ανδ τηε λαστ σεντενχε φολλοωσ φροµ ρεµαρκ
1.
Λεµµα 2: Αν αχτιον προλε εα ισ αδµισσιβλε ιφ ανδ ονλψ ιφ
(1  )Γ(εα) + Γ(αε)  (1  )(χι(εα) + χϕ(εα)) + (χι(αι) + χϕ(αϕ)):
Προοφ οφ Λεµµα 2: Ωε ρστ προοφ νεχχεσιτψ. Λετ ε βε α συβγαµε−περφεχτ εθυιλιβ−
ριυµ ιν ωηιχη εα ισ πλαψεδ ιν τηε ρστ περιοδ. Λετ ευε ανδ ευι δενοτε τηε χοντινυατιον
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παψο⁄σ ιν τηε παψµεντ σταγε οφ περιοδ 2 αφτερ νο δεϖιατιον ορ α υνιλατεραλ δεϖιατιον
οφ πλαψερ ι; ρεσπεχτιϖελψ. Συβγαµε περφεχτιον ρεθυιρεσ
(1  )γι(εα) + ευει  (1  )χι(αε) + ευιι φορ ι = 1; 2
Συµµινγ υπ τηε τωο χονδιτιονσ ψιελδσ
(1  )Γ(εα) +  (ευε1 + ευε2)  (1  )(χ1(αε) + χ2(αε)) + (ευ11 + ευ22):
Σινχε ευε1+ευε2  Γ(αε) ανδ ευιι  χι(αι) τηισ χονδιτιον χαν βε φυλλλεδ ονλψ ιφ χονδιτιον
(8) ηολδσ.
Το προοφ συ′χιενχψ, ωε δενε εξτενδεδ στατιοναρψ χοντραχτσ. Αν εξτενδεδ στα−
τιοναρψ χοντραχτ σηαλλ ηαϖε τηε σαµε στρυχτυρε ασ στατιοναρψ χοντραχτσ, ωιτη τηε
ονλψ εξχεπτιον τηατ τηε ινιτιαλ πατη οφ πλαψ ισ γιϖεν βψΘ0 = (π0;εα; επ; αε; πε; αε; πε; :::);
ι.ε. εθυιλιβριυµ αχτιονσ ιν τηε ρστ περιοδ αρε εα ινστεαδ οφ αε ανδ τηε διρεχτλψ φολ−
λοωινγ παψµεντσ αρε επ ινστεαδ οφ πε. Χονσιδερ αν εξτενδεδ στατιοναρψ χοντραχτ
ωιτη ρστ περιοδ αχτιον προλε εα; οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχτιονσ αε; µαξιµαλ νεσ
ανδ στρονγεστ πυνισηµεντσ αι ανδ λετ παψµεντσ πε1 ανδ επ1 βε σετ συχη τηατ τηε
ινχεντιϖεσ χονστραιντσ νοτ το δεϖιατε φροµ αε ανδ εα αρε εξαχτλψ βινδινγ φορ πλαψερ
1. Στραιγητφορωαρδ αλγεβρα τηεν σηοωσ τηατ νο πλαψερ ηασ αν ινχεντιϖε το δεϖιατε
φροµ τηε εξτενδεδ στατιοναρψ χοντραχτ ιφ χονδιτιον (8) ηολδσ.
Προποσιτιον 3: Α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ
πυνισηµεντ παψο⁄σ υ11 ανδ υ
2
2 ισ στρονγ περφεχτ ιφ ανδ ονλψ ιφ φορ βοτη πλαψερσ
ι = 1; 2 ανδ φορ αλλ αδµισσιβλε ∼α ωιτη Γ(∼α) > Γ(αι) ιτ ηολδσ τηατ ειτηερ
(1  )Γ(αι)  υιι  (1  ) (Γ(∼α)  χι(∼α))  χι(α
ι) ορ (ΣΠ1)
υιι  (1  )(Γ(∼α)  χϕ(∼α)) + Γ(α
ε)  χϕ(α
ϕ) (ΣΠ2)
Προοφ οφ Προποσιτιον 3: Φιρστ, ωε σηοω τηατ α στατιοναρψ χοντραχτ  ωιτη αχτιον
στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ πυνισηµεντ παψο⁄σ υ11 ανδ υ
2
2 ισ στρονγ περφεχτ γιϖεν τηατ
τηε χονδιτιονσ λιστεδ ιν τηε προποσιτιον ηολδ. Χλεαρλψ, χοντινυατιον εθυιλιβρια τηατ
σταρτ ιν τηε παψµεντ σταγε ορ βεφορε πλαψ οφ αε χαννοτ βε Παρετο−δοµινατεδ. Ωε
ονλψ ηαϖε το σηοω τηατ νο χοντινυατιον εθυιλιβρια ιν ωηιχη α πλαψερ ισ πυνισηεδ
ιν πλαψ σταγε ισ Παρετο δοµινατεδ. Ασσυµε το τηε χοντραρψ τηατ τηερε εξιστσ α
χοντινυατιον εθυιλιβριυµ ∼ 2 πλαψΣΓΠ τηατ στριχτλψ Παρετο−δοµινατεσ τηε πυνισηµεντ
φορ πλαψερ ι. Τηε ρστ αχτιον ∼α οφ ∼ ισ αδµισσιβλε ανδ σινχε Γ(αι)(1 )+Γ(αε) <
Υ(∼)  Γ(∼α)(1   ) + Γ(αε) ιτ µυστ ηολδ τηατ Γ(∼α) > Γ(αι), ηενχε ειτηερ
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ινεθυαλιτψ (ΣΠ1) ορ (ΣΠ2) ηολδσ. Ιν τηε εθυιλιβριυµ ∼ πλαψερ ϕσ παψο⁄ ισ βουνδεδ
βψ τηε ϕοιντ παψο⁄ Υ(∼) µινυσ πλαψερ ισ µινιµυµ παψο⁄ (1   )χι(∼α) + υ
ι
ΣΓΠ .
Ηενχε, στριχτ Παρετο δοµινανχε οφ ∼ ιµπλιεσ τηατ
(1  )Γ(αι) + Γ(αε)  υιι < υϕ(∼)  (1  )Γ(∼α) + Γ(α
ε)  (1  )χι(∼α)  υ
ι
ΣΓΠ
ανδ
υιι < υι(∼)  Γ(∼α)(1  ) + Γ(α
ε)  (1  )χϕ(∼α)  υ
ϕ
ΣΓΠ ;
ωηιχη λεαδσ το α χοντραδιχτιον οφ τηε φαχτ τηατ ειτηερ (ΣΠ1) ορ (ΣΠ2) ηασ το ηολδ.
Νεξτ ωε ασσυµε τηατ  ισ α στρονγ περφεχτ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον
στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ πυνισηµεντ παψο⁄σ υ11; υ
2
2 ισ στρονγ περφεχτ ανδ σηοω τηατ
τηε χονδιτιονσ στατεδ ιν τηε προποσιτιον ηαϖε το ηολδ. Ασσυµε το τηε χοντραρψ τηατ
τηερε εξιστσ αν αδµισσιβλε αχτιον προλε ∼α ωιτη Γ(∼α) > Γ(αι) ανδ
(1  )Γ(∼α)  (1  )χι(∼α)  υ
ι
ΣΓΠ > (1  )Γ(α
ι)  υιι (27)
ανδ
(1  )Γ(∼α) + Γ(αε)  (1  )χϕ(∼α)  υ
ϕ
ΣΓΠ > υ
ι
ι: (28)
φορ σοµε πλαψερ ι. Βεχαυσε ∼α ισ αδµισσιβλε, τηερε εξιστσ αν εξτενδεδ στατιοναρψ
χοντραχτ (σεε τηε προοφ οφ Λεµµα ΤΟ∆Ο) ωιτη εθυιλιβριυµ πατη
∼Θ := (∼α; ∼π; αε; πε; αε; ::::)
ανδ τηε οπτιµαλ πεναλ χοδεσ ασ πυνισηµεντσ φορ σοµε παψµεντσ ∼π. Σινχε Γ(∼α) >
Γ(αι); τηατ εθυιλιβριυµ ηασ α ηιγηερ ϕοιντ παψο⁄ τηαν τηε χοντινυατιον παψο⁄ οφ
ουρ στατιοναρψ χοντραχτ  ατ τηε πυνισηµεντ οφ πλαψερ ι ιν πλαψ σταγε. Μορεοϖερ,
χονδιτιονσ (27) ανδ (28) τηεν ιµπλψ τηε παψµεντσ αφτερ πλαψ οφ ∼α χαν βε χηοσεν
συχη τηατ εαχη πλαψερ γετσ στριχτλψ µορε τηαν ιν τηατ πυνισηµεντ πηασε οφ , ι.ε.
 ισ νοτ στρονγ περφεχτ.
Χορολλαρψ 2: Α στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη οπτιµαλ στρονγεστ πυνισηµεντσ
α1; α2; µαξιµαλ νεσ ανδ οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχτιονσ ισ στρονγ περφεχτ ιφ ανδ ονλψ
ιφ φορ αλλ αδµισσιβλε αχτιον προλεσ ∼α ανδ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2
Γ(αι)  χι(α
ι)  Γ(∼α)  χι(∼α):
Προοφ οφ Χορολλαρψ 2: Ασσυµε ρστ τηατ τηερε ισ αν αχτιον προλε αδµισσιβλε ∼α
ανδ α πλαψερ ι 2 φ1; 2γ συχη τηατ Γ(αι) χι(α
ι) < Γ(∼α) χι(∼α): Σινχε χι(α
ι)  χι(∼α);
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ιτ µυστ ηολδ τηατ Γ(∼α) > Γ(αι). Χονδιτιον (ΣΠ1) οφ Προπ. 3 τηεν τακεσ τηε φορµ
Γ(∼α)   χι(∼α)  Γ(α
ι)   χι(α
ι) ανδ τηερεφορε δοεσ νοτ ηολδ. Χονδιτιον (ΣΠ2),
τογετηερ ωιτη αδµισσιβιλιτψ οφ ∼α, ιµπλιεσ τηατ
χι(∼α)(1  ) + χι(α
ι)  Γ(∼α)(1  ) + Γ(αε)  χϕ(∼α)(1  )  χϕ(α
ϕ)  χι(α
ι):
Ηενχε, ωε ηαϖε χι(∼α) = χι(α
ι), βυτ τηεν Γ(∼α) > Γ(αι) χοντραδιχτσ τηε φαχτ τηατ αι
ισ αν οπτιµαλ στρονγεστ πυνισηµεντ.
Το σηοω συ′χιενχψ, ασσυµε τηατ φορ αλλ αδµισσιβλε αχτιον προλεσ ∼α ανδ βοτη
πλαψερσ ι = 1; 2 χονδιτιον (9) ηολδσ. Τηεν χονδιτιον (9) αλσο ηολδσ φορ αλλ αδµισσιβλε
αχτιον προλεσ ∼α φορ ωηιχη Γ(∼α) > Γ(αι) ανδ χονδιτιον (ΣΠ1) οφ Προποσιτιον 3 ισ
τρυε.
Χορολλαρψ 3: Τηερε εξιστσ νο στρονγ περφεχτ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον
στρυχτυρε (αε; α1; α2) ιφ φορ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2 ωε ηαϖε Γ(αε) > Γ(αι) ανδ
(1  ) (Γ(αε)  χι(α
ε))  χι(α
ι) > (1  )Γ(αι)  χι(α
ι):
Προοφ οφ Χορολλαρψ 3: Φορ α προοφ βψ χοντραδιχτιον, ασσυµε τηατ τηερε ισ α στρονγ
περφεχτ στατιοναρψ χοντραχτ  ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ πυνισηµεντ
παψο⁄σ υ11 ανδ υ
2
2 συχη τηατ φορ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2 χονδιτιον (10) ηολδσ ανδ
Γ(αε) > Γ(αι): Ωε χονσιδερ Προποσιτιον 3 φορ ∼α = αε: Χονδιτιον (ΣΠ1) δοεσ
νοτ ηολδ φορ ανψ πλαψερ ι = 1; 2: Τηερεφορε, χονδιτιον (ΣΠ2) µυστ ηολδ φορ βοτη
πλαψερσ, ανδ ιν συµ τηεσε χονδιτιονσ ιµπλψ τηατ υ11 + υ
2
2  Γ(α
ε). Τηισ χαν ονλψ
βε φυλλλεδ ιφ υ11 + υ
2
2 = Γ(α
ε), ανδ ιν τηισ χασε τηε χονδιτιον αλσο ιµπλιεσ τηατ
Γ(αε) = χ1(α
1) + χ2(α
2). Τηισ µεανσ τηατ Π(ΥπαψΣΓΠ ) ανδ Π(Υ
πλαψ
ΣΓΠ ) χονσιστ οφ ϕυστ
ονε ποιντ ωιτη ϕοιντ παψο⁄ ΥΣΓΠ , ηενχε Π(Υ
πλαψ
ΣΓΠ ) δοεσ νοτ χονταιν τηε πυνισηµεντ
παψο⁄ ιν ; ωηιχη χαννοτ βε στρονγ περφεχτ. 
Λεµµα 3: Α ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ
εθυιλιβριυµ παψο⁄σ υε ισ ΩΡΠ ιφ ανδ ονλψ ιφ φορ βοτη πλαψερσ ι = 1; 2
(1  )Γ(αι) + Γ(αε)  χι(α
ι)  υεϕ (29)
Προοφ οφ Λεµµα 3: Λετ  βε α ΩΡΠ ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον
στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ εθυιλιβριυµ παψο⁄σ υε. Ιφ (1 )Γ(αι)+Γ(αε) χι(α
ι) <
υεϕ , τηεν ιτ µυστ ηολδ τηατ χι(α
ι)  υει , ι.ε., χι(α
ι)  χι(α
ε). Τηισ ιµπλιεσ αι =
αε ανδ τηερεφορε Γ(αι) + Γ(αε)   χι(α
ι) = Γ(αε)   χι(α
ε)  Γ(αε)   υει = υ
ε
ϕ .
Νεξτ, ασσυµε τηατ φορ αν αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ εθυιλιβριυµ παψο⁄ υε
ινεθυαλιτψ (11) ηολδσ. Σινχε Γ(αε)  Γ(αι) τηισ ιµπλιεσ τηατ τηε παψο⁄ ωηεν πλαψερ
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ι ισ πυνισηεδ ανδ τηε εθυιλιβριυµ παψο⁄ υε χαννοτ βε Παρετο−ρανκεδ. Μορεοϖερ,
(1   )Γ(αι) + Γ(αε)   χι(α
ι)  υεϕ  χι(α
ι), ανδ τηερεφορε τηε τωο πυνισηµεντσ
χαννοτ βε Παρετο−ρανκεδ, ειτηερ.
Λεµµα 4: Ιφ τηε σετ οφ ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτσ ωιτη αχτιον στρυχτυρε
(αε; α1; α2) ισ νον−εµπτψ, ιτ χονταινσ ΩΡΠ χοντραχτσ ιφ ανδ ονλψ ιφ φορ βοτη πλαψερ
ι = 1; 2
(1  )Γ(αι) + Γ(αε)  χι(α
ι)  (1  )χϕ(α
ε) + χϕ(α
ϕ) (ΩΡΠ−ι)
(1  )(Γ(α1) +Γ(α2)) + (2   1)Γ(αε)  χ1(α
1) + χ2(α
2): (ΩΡΠ−ϑοιντ)
Προοφ οφ Λεµµα 4: Χονδιτιονσ (ΩΡΠ−ι) ανδ (ΩΡΠ−ϑοιντ) φολλοω φροµ χονδι−
τιον 11 ανδ συβγαµε περφεχτιον. Φορ τηε οτηερ διρεχτιον, ασσυµε τηερε εξιστσ ρεγ−
υλαρ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2); ωηιχη φυλλλσ (ΩΡΠ−ι)
ανδ (ΩΡΠ−ϑοιντ): Τηεσε χονδιτιονσ ανδ τηε συβγαµε περφεχτιον χονδιτιονσ ιµπλψ
τηατ τηερε εξιστ νετ−παψµεντσ πε συχη τηατ
Γ(αε)  (1  )χ2(α
ε)  χ2(α
2)  γ1(α
ε)  πε1  χ1(α
ε)(1  ) + χ1(α
1);
(1  )Γ(α2) + Γ(αε)  χ2(α
2)  γ1(α
ε)  πε1  (1  )(Γ(α
ε) Γ(α1))  χ1(α
1):
Υσινγ τηεσε ινεθυαλιτιεσ, Λεµµα 1, ανδ Λεµµα 4, ιτ ισ εασψ το ϖεριφψ τηατ α ΩΡΠ
ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτ  ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ εθυιλιβριυµ
παψµεντσ πε εξιστσ.
Προποσιτιον 4: Λετ   1
2
. Φορ εϖερψ ΩΡΠ εθυιλιβριυµ  τηερε εξιστσ α ρεγυλαρ
ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αν αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) συχη τηατ φορ αλλ
υ 2 Υπλαψ(): Γ(αε)  υ1+υ2, χι(α
ι)  υι ανδ Γ(α
ι)(1 )+Γ(αε) χι(α
ι)  υϕ.
Εϖερψ παψο⁄ ον τηε Παρετο φροντιερ Π (ΥπαψΩΡΠ ) χαν βε ιµπλεµεντεδ βψ συχη α ρεγυλαρ
ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ.
Προοφ οφ Προποσιτιον 4: Λετ  βε ανψΩΡΠ εθυιλιβριυµ ανδ λετ Υ = συπυ2Υπλαψ() υ1+
υ2, ανδ υ
ι
ι = ινφυ2Υπλαψ() υι. Ωε τακε (υ
ε
1; υ
ε
2) το βε α παψο⁄ τυπλε ιν τηε χλοσυρε οφ
Υπλαψ() συχη τηατ υε1 + υ
ε
2 = Υ . Σιµιλαρλψ, (υ
ι
1; υ
ι
2) σηαλλ βε α τυπλε ιν τηε χλοσυρε
οφ Υπλαψ() συχη τηατ αµονγ αλλ συχη τυπλεσ τηατ ηαϖε τηε παψο⁄ υιι φορ πλαψερ ι,
πλαψερ ϕσ παψο⁄ ισ µαξιµιζεδ. Ωε τηεν ηαϖε τηατ υιι  υι ανδ υ
ι
ϕ  υϕ φορ αλλ
υ 2 Υπλαψ(). Λετ υ(ϕηε(ν)) βε α σεθυενχε ιν Υπλαψ() ωιτη λιµιτ (υε1; υ
ε
2) ανδ φορ
ι = 1; 2 λετ υ(ϕηι(ν)) βε α σεθυενχε ωιτη λιµιτ (υι1; υ
ι
2). Λετ φυρτηερµορε α
κ(ν) βε
τηε ω.λ.ο.γ. χονϖεργεντ σεθυενχεσ οφ τηε ρστ αχτιον προλεσ οφ τηε χοντινυατιον
εθυιλιβρια ϕηκ(ν), κ 2 φε; 1; 2γ. Χοµπλετελψ αναλογουσ το τηε ΣΓΠ χασε (σεε τηε
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προοφ οφ Προποσιτιον 1) ωε ηαϖε φορ τηε λιµιτσ οφ τηεσε σεθυενχεσ, δενοτεδ βψ
αε; α1; α2, τηατ Γ(αε)  Υ , χι(α
ι)  υιι,
Υ  (χ1(α
ε) + χ2(α
ε))(1  ) + (υ11 + υ
2
2);
Γ(αι)(1  ) +  Υ   υιι  υ
ι
ϕ  χϕ(α
ι)(1  ) + υϕϕ φορ ι 6= ϕ 2 φ1; 2γ:
ασ ωελλ ασ
Γ(αι)(1  ) +  Υ   χι(α
ι)  υεϕ  χϕ(α
ε)(1  ) + χϕ(α
ϕ);
ωηιχη αλσο ιµπλιεσ
(Γ(α1) +Γ(α2))(1  ) + 2 Υ   χ1(α
1)  χ2(α
2)  Υ:
Σινχε ωε ασσυµεδ τηατ   1
2
, τηεσε χονδιτιονσ αρε ρελαξεδ ιφ ωε ρεπλαχε Υ βψΓ(αε).
Νεξτ, δενε ∼αε 2 φαε; α1; α2γ συχη τηατ Γ(∼αε) = µαξφΓ(αε); Γ(α1); Γ(α2))γ, ανδ
∼αι = αι ιφ χι(α
ι) < χι(∼α
ε) ανδ ∼αι = ∼αε ελσε. Ιτ ισ στραιγητφορωαρδ το σηοω τηατ αλλ
χονδιτιονσ στιλλ ηολδ:
Γ(∼αε)  (1  )(χ1(∼α
ε) + χ2(∼α
ε)) + (χ1(∼α
1) + χ2(∼α
2));
Γ(∼αι)(1 )+Γ(∼αε) χι(∼α
ι)  µαξ(χϕ(∼α
ε); χϕ(∼α
ι))(1 )+χϕ(∼α
ϕ) φορ ι 6= ϕ 2 φ1; 2γ;
ανδ
(Γ(∼α1) +Γ(∼α2))(1  ) + 2Γ(∼αε)  (χ1(∼α
1) + χ2(∼α
2))  Γ(∼αε):
Βεχαυσε οφ Λεµµα 4 τηερε ισ α ΩΡΠ ρεγυλαρ στατιοναρψ χοντραχτ (∼αε; ∼α1; ∼α2) ωιτη
προπερτιεσ ασ στατεδ ιν τηε ρστ παρτ οφ προποσιτιον. Τηε λαστ σεντενχε οφ τηε
Προποσιτιον φολλοωσ φροµ τηε ρστ παρτ.
Προποσιτιον 5: Λετ   1
2
: Εϖερψ ΣΡΠ παψο⁄ χαν βε ιµπλεµεντεδ βψ α στα−
τιοναρψ χοντραχτ ωιτη ΩΡΠ−οπτιµαλ εθυιλιβριυµ αχτιονσ βαε: Τηε σετ οφ ΣΡΠ παψ−
ο⁄σ ισ ειτηερ εµπτψ ορ γιϖεν βψ τηε λινε φροµ (υ1ΣΡΠ ; Γ(βαε)   υ1ΣΡΠ ) το (Γ(βαε)  
υ2ΣΡΠ ; υ
2
ΣΡΠ ):
Προοφ οφ Προποσιτιον 5: Σινχε νο παψο⁄ ιν ΥπλαψΣΡΠ Παρετο δοµινατεσ τηε οτηερ,
ονε χαν σηοω ασ ιν τηε ΩΡΠ χασε τηατ τηερε εξιστσ α ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ
 ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) συχη τηατ Γ(αε)  υ1 + υ2, χι(α
ι)  υι, ανδ
Γ(αι)(1 )+Γ(αε) χι(α
ι)  υϕ φορ αλλ υ 2 Υ
πλαψ
ΣΡΠ . Σινχε  χαννοτ Παρετο δοµινατε
τηε ΣΡΠ εθυιλιβρια ιτ φολλοωσ τηατ Γ(αε) = µαξ
υ2Υπλαψ
ΣΡΠ
φυ1+υ2γ. Βεχαυσε τηε ωορστ
ΣΡΠ παψο⁄σ µυστ βε αβλε το συσταιν αε ιτ φολλοωσ τηατ τηερε ισ α ΣΡΠ εθυιλιβριυµ
ωιτη αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ανδ πυνισηµεντ παψο⁄σ υιι = µινυ2Υπλαψ
ΣΡΠ
υι. 
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Προποσιτιον 6: Λετ   1
2
. Α ρεγυλαρ ΩΡΠ χοντραχτ  ωιτη ΩΡΠ−οπτιµαλ
εθυιλιβριυµ αχτιον βαε ανδ πυνισηµεντ προλεσ α1; α2 ισ ΣΡΠ ιφ τηερε ισ νο ρεγυλαρ
ΩΡΠ στατιοναρψ χοντραχτ ωιτη αν αχτιον στρυχτυρε (∼αε; ∼α1; ∼α2) συχη τηατ φορ ονε
πλαψερ ι 2 φ1; 2γ
Γ(∼αι)(1  ) + Γ(∼αε)  χι(∼α
ι) > Γ(αι)(1  ) + Γ(αε)  χι(α
ι): (30)
Προοφ οφ Προποσιτιον 6: Ασσυµε τηατ  ισ νοτ ΣΡΠ. Σινχε  ισ αν οπτιµαλ ΩΡΠ
στατιοναρψ χοντραχτ, ιτ χαν ονλψ βε δοµινατεδ ιν τηε πυνισηµεντ πηασε, τηατ ισ,
τηερε µυστ βε ι 2 φ1; 2γ ανδ α ΩΡΠ εθυιλιβριυµ ∼ συχη τηατ υι(∼ϕη) > χι(α
ι) ανδ
φορ ϕ = 3  ι
υϕ(∼ϕη) > Γ(α
ι)(1  ) + Γ(αε)  χι(α
ι)
φορ σοµε η 2 Ηπλαψ. Βεχαυσε οφ Προπ. 4 τηερε εξιστσ α ρεγυλαρ ΩΡΠ στατιοναρψ
χοντραχτ ωιτη αχτιον στρυχτυρε (∼αε; ∼α1; ∼α2) τηατ φυλλλσ
Γ(∼αι)(1  ) + Γ(∼αε)  χι(∼α
ι)  υϕ(∼ϕη):

Προποσιτιον 7: Λετ  < 1
2
: Ιφ αλλ αχτιον στρυχτυρεσ (αε; α1; α2) 2 Α3 τηατ σατισφψ
φορ ι = 1; 2 χονδιτιονσ (ΣΓΠ−αε), (ΣΓΠ−αι); (ΩΡΠ−ι), ανδ Γ(αε) > Γ(αι) αλσο
σατισφψ χονδιτιον (ΩΡΠ−ϑοιντ), τηεν τηε ρεσυλτσ ιν Προποσιτιονσ 4, 5, 5 αλσο αππλψ
φορ :
Προοφ οφ Προποσιτιον 7:Τηισ ρεσυλτ φολλοωσ ιµµεδιατελψ βεχαυσε Προποσιτιονσ 5
ανδ 6 ασσυµε τηατ   1
2
ονλψ βεχαυσε τηεψ ρελψ ον Προποσιτιον 4. Ιτ ισ οβϖιουσ
φροµ ιτσ προοφ τηατ Προποσιτιον 4 αλσο ηολδσ φορ  < 1
2
ιφ τηε ϕοιντ ΩΡΠ χονδιτιον
(ΩΡΠ−ϑοιντ) ισ ιµπλιεδ βψ τηε οτηερ χονδιτιονσ.
Προποσιτιον 8: Τηερε δοεσ νοτ εξιστ α ΩΡΠ εθυιλιβριυµ ωιτη α ϕοιντ εθυιλιβ−
ριυµ παψο⁄ οφ Υ, ιφ τηερε εξιστσ νο αχτιον στρυχτυρε (αε; α1; α2) ωιτη Γ(αε)  Υ
τηατ φυλλλσ χονδιτιονσ (ΣΓΠ−αε), (ΣΓΠ−α ι); (ΩΡΠ−ι) ανδ
(Γ(α1) +Γ(α2))(1  ) + 2 Υ   χ1(α
1)  χ2(α
2)  Υ:
.
Προοφ οφ Προποσιτιον 8: Στραιγητφορωαρδ, γιϖεν τηε προοφ οφ Προποσιτιον 4:
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